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译 者 序 


这 绝对 是 一 本 不 可 多 得 的 好 书 。 它 不 是 说 教 式 的 科普 书 ， 也 不 是 粗浅 的 
少儿 读物 ， 不 论 你 从 事 什 么 职业 、 多 大 年 龄 、 教 育 水 平 如 何 ， 这 本 书 都 值得 
一 读 。 它 不 仅 可 以 让 你 对 数学 中 所 有 重要 的 概念 和 思想 有 大 体 的 了 解 ， 而 且 ， 
它 立 述 数学 的 角度 和 风格 是 你 在 任何 枯 煤 古板 的 教科 书 中 都 找 不 到 的 ， 相 信 
它 一 定 会 燃 起 你 学 习 数 学 的 热情 。 如 果 你 是 一 名 数学 专业 的 研究 人 员 ， 这 本 
书 一 样 可 以 带 给 你 莫大 的 收获 ， 跟 随 作 者 的 笔触 ， 你 就 像 拱 磁 一 座 飞 船 ， 近 
游 于 数学 的 四 维 时 空中 :， 从 古老 的 巴比伦 数字 ， 到 现代 的 计算 机 理论 ， 从 经 
济 学 中 的 博弈 理论 ， 到 物理 学 中 的 相对 论 ， 从 数学 象 寺 塔 中 的 哥 德 巴 赫 猜 
想 ， 到 每 日 报刊 上 的 数 独 游戏 ， 从 英 年 早 着 的 天 才 少 年 伽 风 已 ， 到 无 所 不 能 
的 数学 大 师 欧 拉 …… 这 本 书 可 以 让 你 跳出 自己 狭小 的 研究 圈子 ， 再 次 体验 一 
览 众 山 小 的 快感 ， 感 叹 数 学 在 人 类 文明 史上 扮演 的 伟大 角色 ! 

翻译 这 样 一 本 优秀 的 图 书 ， 是 我 莫大 的 荣幸 。 在 翻译 过 程 中 ， 我 日 己 
已 经 被 作者 的 笔墨 所 折服 。 学 习 的 过 程 总 是 愉悦 的 ， 尤 其 是 以 一 种 生动 别 
样 的 方式 来 学 习 这 门人 类 文明 中 最 美丽 ， 同 时 也 与 我 们 的 生活 县 县 相关 的 
科学 。 同 时 ， 翻 译 这 样 的 书 也 有 相当 大 的 压力 ， 对 于 书 中 的 术语 细节 ， 人 
广 逸 事 ， 我 都 在 图 书馆 和 因特网 上 参阅 了 很 多 资料 ， 对 于 其 中 辞 葛 的 拿捏 ， 
也 都 是 慎之 又 慎 ， 和 希望 能 够 尽量 保持 厚 作者 那 生 动 而 热情 的 语言 风格 。 尺 
管 如 此 ， 受 水 平 所 限 ， 文 中 难免 还 有 朴 漏 ， 和 希望 广大 读者 圆 读 时 审慎 明 辩 ， 
并 且 批 评 指 正 。 如 果 本 书 能 够 让 读者 燃 起 学 习 和 研究 数学 的 兴趣 ， 或 者 对 
整个 数学 忠 乃 至 人 类 文明 产生 一 - 些 新 的 思索 与 理解 ， 对 于 我 来 说 ， 那 将 是 
最 大 的 床 华 与 欣 题 。 

回顾 这 本 书 的 翻译 过 程 ， 要 十 分 感谢 图 灵 公 司 的 编辑 们 ， 是 她 们 不 断 
的 沟通 和 建议 ， 以 及 在 后 期 编辑 过 程 中 的 一 丝 不 苟 ， 保 证 了 这 本 书 的 内 容 
和 质量 。 最 后 要 感谢 家 人 和 朋友 们 对 我 的 支持 和 和 歌 励 ! 

王 悦 
2010 年 4 月 于 北京 
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数学 是 一 门 浩瀚 的 学 科 ， 没 有 人 能 够 完全 掌握 它 。 一 个 人 只 可 能 探索 
并 发 现 其 中 一 条 单独 的 小 各。 本 书 就 是 提供 了 这 样 一 条 小 径 ， 带 领 我 们 去 
领略 不 同 的 时 代 与 文化 ， 以 及 多 少 世纪 以 来 激发 了 数学 家 兴趣 的 那些 思想 


数学 是 一 门 既 古老 又 现代 的 学 科 ， 它 是 受 广泛 的 文化 及 政治 影响 而 竺 
步 建立 起 来 的 。 我 们 现代 的 数字 系统 来 自 于 印度 和 阿拉 伯 ， 然 而 它 也 是 大 
历 中 长 河 不 断 调节 变更 的 结果 。 公 元 前 二 、 三 世纪 巴比伦 人 使 用 的 “60 这 
制 "”， 在 当今 文化 中 仍然 有 迹 可 二 一 一 1 分 钟 有 60 秒 ，1 小 时 有 60 分 钟 : 
直角 仍 是 90 度 ， 而 并 不 是 100 度 * (法 国 大 革命 时 期 ， 向 十 进 制 转换 时 所 
采纳 的 第 一 个 改动 )。 


现代 科学 技术 的 成 就 与 成 功 都 与 数学 密 不 可 分 ， 若 你 宣称 在 学 生 时 代 
汉 有 举 好 数学 ， 这 就 是 件 丢 脸 的 事 。 当 然 ， 学 校 所 教授 的 数学 显然 不 太一 
魏 ， 教 学 总 是 有 应 试 教育 的 成 分 。 学 校 在 教学 进度 上 的 压力 也 不 是 什么 好 
事 ， 因 为 对 于 数学 这 门 学 科 ， 求 快 是 没有 任何 好 处 的 。 人 们 需要 时 间 去 县 
圭一 解 那 些 思想 。 有 些 最 伟大 的 数学 家 们 是 经 历 了 漫长 而 痛苦 的 挣扎 过 种 ， 
才 最 终 理解 了 他 们 课题 中 那些 深奥 难 懂 的 概念 。 


去 这 本 书 不 必 着 急 。 它 需要 在 悠闲 的 时 候 细 细 品味 。 你 可 以 充分 利用 
好 你 的 时 间 去 发 现 那 些 你 所 听 过 的 概念 的 真正 意义 。 只 要 愿意 ， 你 可 以 从 
“ 零 ” 或 者 任何 其 他 章节 开始 ， 在 这 些 数学 思想 的 岛屿 间 尽 情 游览 。 比 如 ， 
和 可 以 对 博弈 论 充分 了 解 后 ， 再 去 阅读 幻 方 。 或 者 ， 你 也 可 以 从 黄金 逢 于 
看 到 著名 的 费 马 大 定理 ， 或 者 选择 任何 其 他 的 路 全， 

对 二 数学 而 言 ， 这 是 一 个 让 人 兴奋 的 时 代 。 一 些 主要 数学 问题 在 最 近 
此 年 中 被 解决 。 现 代 计 算 技术 的 发 展 对 其 中 一 些 起 了 重要 作用 ， 而 对 用 
外 _ 些 可 能 起 到 的 作用 微乎其微 。 四 色 问 题 是 通过 一 台 计 算 机 的 帮助 解 关 
的 ， 然 而 获 曼 猜想 《本 书 的 最 后 一 章 ) 仍然 是 未 解 之 迹 ， 计 算 机 和 其 他 任 


QD grad， 百 分 度 ， 等 于 910 度 。 一 一 编者 注 


wl 


何方 法 对 此 都 无 能 为 力 。 


数学 是 属于 所 有 人 的 ， 数 独 的 流行 就 是 一 个 很 好 的 例证 ， 人 们 可 以 在 
不 了 解数 学 的 情况 下 研究 数学 ， 并 且 享 受 数学 。 在 数学 领域 ， 就 像 在 艺术 
或 音乐 领域 一 样 ， 从 来 不 簿 天 才 ， 但 是 数学 的 历史 绝 不 仅仅 属于 他 们 。 你 
可 以 看 到 在 一 些 章节 中 出 现 的 人 物 在 另外 一 些 章节 中 再 次 露面 。 伦 纳 德 。 欧 
拉 (2007 年 是 他 诞 展 300 周年 ) 就 将 在 这 本 书 中 频 党 出现。 但 是 ， 数 学 真 
正 的 进步 却 要 归功 于 几 百 年 来 平凡 的 “大 众 ” 所 积累 下 的 工作 。 对 于 这 50 
个 主题 的 选择 完全 是 出 于 我 个 人 意愿 ， 当 然 ， 我 努力 做 到 不 偏 不 倚 。 这 其 
中 的 主题 涉及 日 常 的 和 高 深 的 ， 纯 理论 的 和 应 用 的 ， 抽 象 的 和 具体 的 ， 古 
代 的 和 当代 的 。 数 学 是 一 门 综合 性 的 学 科 ， 写 这 本 书 的 难度 不 在 于 如 何 挑 
选 主题 ， 而 是 如 何 舍弃 一 些 主题 。 其 实 ， 完 全 可 以 挑 出 500 个 思想 ， 但是， 
对 于 开启 你 的 数学 生涯 来 说 ，50 个 已 经 足够 了 。 
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你 不 可 不 知 的 50 个 数 竺 知识 
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在 很 早 的 时 候 ， 我 们 是 以 一 种 不 稳定 的 方式 进入 数字 之 岛 的 。 我 们 以 为 “1” 是 
“数字 字符 表 ” 的 开始 ， 并 且 它 进一步 引出 了 2，3，4，5 等 其 他 数字 。 这 些 数字 的 作 
用 是 ， 对 那些 真实 存在 的 物体 ， 如 苹果 、 香 楚 、 委 等 进行 计数 。 直 到 后 来 ， 我 们 才学 
会 ， 当 盒子 里 边 已 经 没有 华 果 时 ， 如 何 计数 里 边 的 华 果 数 。 


即使 是 那些 推动 科学 和 数学 突飞猛进 的 古 希腊 人 ， 以 及 因 精 湛 的 工程 
技术 而 名 垂青 史 的 罗马 人 ， 对 于 空 合子 里 边 的 划 果 数 也 无 能 为 力 。 他 们 无 
法 给 “没有 ” 找 个 合适 的 名 字 ， 风 马 人 通过 组 合 使 用 I，V，X，L，C，D 
以 及 M 来 计数 ， 但 是 0 在 哪里 呢 ? 他 们 无 法 对 “没有 ”计数 。 


0 是 如 何 被 接受 的 ”使 用 符号 表示 “虚无 ”已 经 有 了 几 干 年 的 历史 。 玛 
雅文 明 (如 今 的 墨西哥 ) 已 经 以 各 种 形式 使 用 0。 之 后 不 久 ， 受 巴比伦 文化 
的 影响 ， 天 文学 家 托 勒 窗 在 他 的 数字 系统 中 使 用 一 种 类 似 于 我 们 今天 的 0 
的 符号 作为 占 位 符 。 作 为 占 位 符 ， 这 些 0 被 用 来 区 分 不 同 的 例子 (当代 的 
记号 )， 例 如 75 和 705， 而 不 像 巴 比 伦 人 那样 需要 根据 上 下 文 关 系 来 辨别 。 
这 就 像 语 言 中 引 大 “逗号 ”一 - 样 一 一 二 者 都 是 为 了 帮助 人 们 正确 地 理解 原意 。 
但 是 ， 就 像 逗 旦 的 使 用 需要 一 系列 的 规则 ，0 的 使 用 同样 需要 一 些 规则 。 

在 7 世纪， 印度 数学 家 讯 罗 摩 筑 多 (Brahmagupta) 将 0 作为 一 个 “ 数 
字 ” 对 待 ， 而 不 仅仅 是 一 个 占 位 符 ， 并 且 建 立 了 一 套 使 用 规则 。 这 些 规则 
和 包括 “ 正 数 和 零 相 加 的 结果 仍 为 正 数 ”及 “ 零 和 零 相 加 仍 得 零 ”"。 在 认为 零 


公元 前 700 年 于 公元 628 年 


巴比伦 人 在 他 们 的 数字 系 处 罗 摩 答 多 使 用 了 零 ， 并 制定 了 
统 中 使 用 零 作 为 占 位 符 与 其 他 数字 的 运算 法 则 


01 地 3 


是 数字 而 不 是 占 位 符 这 一 点 上 ， 他 确实 有 了 很 大 的 进步 。 包 含 了 0 的 印度 - 
阿拉 人 数字 系统 最 早 是 由 比萨 的 列 奥 纳 和 多 《〈 即 斐 波 那 巢 ) 于 1202 年 在 他 的 
Liber 4paci〈《 计 算 之 书 》)》 中 发 表 的 ， 随 后 在 西方 推广 开 来 ， 在 北非 得 到 发 
展 ， 并 在 印度 -阿拉 伯 用 于 四 则 运算 的 教学 中 ， 他 认识 到 了 将 0 与 印度 符号 
1、2、3、4、5、6、7、8 和 9 组 合 运 用 的 力量 ， 


等 进入 数字 系统 也 带 来 了 一 个 问题 ， 这 个 问题 婆 办 摩 艇 多 曾 简要 提出 
过 : 究竟 如 何 对 待 这 个 “ 阁 入 者 ”? 他 仅仅 是 开 了 个 头 ， 但 是 他 的 说 法 太 
含糊 了 。 如 何以 一 种 更 为 精确 的 方式 将 零 融 入 到 现 有 的 算术 系统 中 呢 ? 显 
然 需 要 作 一 些 调整 。 对 于 加 法 和 乘法 来 说 ，0 的 加 入 很 容易 ， 但 是 减法 和 除 
法 操作 对 这 个 “外 来 者 ”似乎 并 不 那么 友好 。 需 要 有 一 些 方法 保证 0 和 已 
锌 接受 的 算术 相 协 调 。 

零 如 何 工 作 ”添加 和 增加 零 的 结果 是 一 目 了 然 且 毫 无 异议 的 你 可 
以 在 10 后 边 加 一 个 0 得 到 100 一 一 但 是 我 们 指 的 “加 ”是 一 种 更 加 严谨 的 
算术 运算 。 一 个 数 和 零 相 加 结果 还 是 这 个 数 ， 而 任何 数 和 0 相 乘 的 结果 都 
得 0。 例 如 ，7+0=7，7x0=0。 减 法 也 是 一 个 简单 的 运算 ， 不 过 可 能 
会 得 到 负数 。7 -0 =7，0-7=-7， 但 是 和 0 相 除 却 有 很 大 难度 。 

设想 用 一 把 尺 来 测量 一 个 长 度 。 假 定 这 把 尺 的 长 度 为 7 个 单位 。 我 们 想 
要 知道 对 于 要 测 的 长 度 ， 需 要 排列 多 少 把 这 样 的 量 尺 。 如 果 这 个 被 测 长 度 是 
28 个 单位 ， 那 么 答案 将 是 28 =- 7 = 4。 除 法 的 另 一 个 更 好 的 表示 方法 是 

28 

ee 4 
然后 ， 我 们 可 以 通过 交叉 相 乘 法 将 上 式 写 为 恒 法 形式 ，28=7x4。 那 么 ， 
将 0 除 以 7 会 得 到 什么 呢 ? 我 们 假设 结果 是 ea， 则 有 


1202 年 


摩 订 毗 罕 (Mahavira) 设 巴 斯 卡 拉 { Bhaskara ) 在 代数 韭 波 那 要 (Fibonacci ) 在 印度 -阿拉 伯 数 字 系 
想 了 0 和 其 他 数字 是 如 何 中 将 0 用 作 一 个 符号 ， 并 尝试 统 1，…，9 中 加 入 了 一 个 额外 的 符号 0， 但 
相互 作用 的 滴 示 它 是 如 何 运 算 的 是 认为 它 和 其 他 数字 的 地 位 并 不 等 同 


.| 
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通过 交叉 相 乘法 ， 该 式 等 价 于 0=7xa 。 如 果 该 式 成 立 ， 那 么 a 唯一 的 可 能 
就 是 0 本 喘 ， 因 为 如 果 两 数 相 乘 的 结果 为 0， 那么 其 中 必 有 一 数 为 0。 这 个 
数 显然 不 是 7， 所 以 4 必须 是 0。 

对 0 来 说 这 并 不 是 最 主要 的 难题 ， 最 危险 的 事情 是 将 0 作为 除数 。 如 
果 我 们 用 处 理 广 的 方式 处 理 二， 我 们 将 得 到 如 下 等 式 


一 一 看 
0 


通过 交叉 相 乘法 得 到 0xb= 7 ， 最 终 我 们 将 得 到 一 个 毫 无 意义 的 等 式 0=7 。 如 
果 人 允许 方 的 结果 作为 一 个 数字 存在 ， 那 我 们 很 可 能 面临 一 场 数字 灾难 。 避 锡 
这 个 问题 的 方法 是 将 看 作 是 未 定义 的 。 如 果 用 0 除 7 (或 者 其 他 任何 非 0 
的 数 )， 我 们 认为 得 到 的 是 毫 无 意义 的 结果 ， 因 此 我 们 不 允许 这 种 运算 的 发 生 。 
这 就 好 比 不 允许 在 一 个 英文 单词 的 中 间 加 入 逗号 ， 因 为 结果 是 毫 无 意义 的 。 
在 12 世纪 ， 印 度数 学 家 巴 斯 卡拉 沿 着 婆罗 摩 租 多 的 脚步 继续 考虑 将 
0 作 除数 这 件 事情 ， 他 建议 这 个 结果 应 该 是 无 穷 大 的 。 这 是 合理 的 ， 因 为 
如 果 将 一 个 数 除 以 一 个 很 小 的 数 ， 其 结果 是 非常 大 的 。 例 如 ，7 除 以 -6 得 


70， 而 除 以 100 得 700。 分 母 越 小 ， 结 果 越 大 。 当 分 母 小 到 最 小 时 ， 也 就 


是 小 到 0 时， 那么 结果 将 会 是 无 穷 大 。 如 果 接 受 这 种 解释 ， 那 么 我 们 将 需 
要 解释 一 个 更 加 奇异 的 概念 一 一 无 穷 大 。 和 无 穷 大 纠缠 下 去 是 无 济 于 事 的 。 
无 穷 大 (其 数学 标准 符号 为 w ) 并 不 遵循 通常 的 算术 规则 ， 它 也 不 是 一 个 
通常 意义 下 的 数字 。 


如 果 说 方 提出 了 一 个 难题 ， 那 么 该 如 何 处 理 更 奇怪 的 久 呢 ? 如 果 
全 = C， 通 过 交叉 相 乘 可 以 得 到 等 式 0=0xc ， 也 就 是 0= 0 。 虽 然 这 个 结 
果 并 不 是 很 有 启发 性 ， 但 不 再 是 没有 意义 的 了 。 事 实 上 ，c 可 以 是 任何 数 
字 ， 这 个 结果 是 有 可 能 的 。 我 们 得 到 的 结论 是 妨 可 以 是 任何 数 。 用 数学 界 
文雅 的 方式 来 说 ， 结 果 是 “模糊 的 ”。 


0 有 什么 用 没有 0 将 万 事 难 行 。 科 学 的 进步 都 依靠 
它 。 我 们 常 谈论 0 度 经 线 ， 温 度 标尺 上 的 0C， 以 及 类 人 的 ”所 有 关于 0 的 
0 能 量 、0 重力 等 。 这 种 思想 同样 进入 了 非 科 学 的 语言 里 、 


例如 零 时 〈 发 动 进攻 等 的 时 刻 )、 堆 容忍 〈 指 对 轻微 过 失 都 人 
不 予 放 过 的 严厉 执法 政策 )。 0 和 负数 相 加 结果 为 负 
不 过 它 还 有 更 多 的 用 途 。 如 果 你 从 纽约 的 第 五 大 道 走 正 数 和 负数 相 加 的 结果 是 


8 
进 希 国 大 厦 ， 你 所 在 的 华丽 门厅 是 大 厦 第 1 层 。 这 里 实际 二 全 “ 的 考 直 | 加 灶 宅 放 相 


ea i ds 同 的 话 ， 结 果 为 0 
上 利用 了 数字 来 排序 ，1 表示 “第 一” 2 表示 “第 一 ” 等， 
直到 102 代表 “第 一 百 零 二 ”。 在 欧洲 确实 存在 第 0 层 ， 只 prt 
是 大 家 不 愿意 这 么 叫 ，。 ， 示 


子 ， 有 限 的 数 为 分 母 的 分 数 本 

没有 0 就 不 成 数学 。 它 处 在 数学 概念 的 最 核心 位 置 ， 最 
使 得 数字 系统 、 代 数 、 几何 得 以 成 立 es 序列 中 ,0 将 二 ee ei 
在 十 进 制 系统 中 ， pd 全 我 们 脾 可 以 合用 很 大 的 玫 也 可 以 使 用 


很 精微 的 数字 。 


所 过 了 数 昕 年 的 研究 历程 ，0 已 经 被 接受 和 使 用 ， 成 为 了 人 类 最 伟大 的 
发 明之 一 。19 世纪 ， 美 国 数学 家 G.B. Halsted 改编 了 东 士 比 亚 的 《仲夏 夜 
之 欧 》 里 的 名 言 来 描述 它 ， 称 它 是 推动 进步 的 发 动机 ， 不 仅 赋予 了 “虚无 
罕 绢 ， 落 脚 的 场所 、 名 字 、 图 形 和 符号 ， 而 日 赋予 它 有 益 的 力量 ， 这 下 是 
印度 民族 自 出 现 以 来 所 表现 的 特征 ” 

当 0 被 引 人 和 人 时 ， 必 然 会 被 认为 是 非常 怪诞 的 。 但 是 定数 学 家 们 习惯 于 紧 
紧 抓 牢 这 些 看 似 奇 怪 ， 而 后 又 被 证 明 十 分 有 用 的 概念 。 在 今天 ， 相同 的 事 
情 发 生 在 集合 论 里 〈 集 合 的 概念 是 一 组 元 素 的 聚集 )。 在 这 个 理论 中 ， 名 代 
表 集 合 中 没有 任何 元 素 ， 称 为 “ 空 集 *。 虽 然 看 起 来 也 是 一 个 十 分 奇怪 的 思 
想 ， 但 是 就 像 0 一 样 ， 它 是 不 可 或 缺 的 。 


个 存在 也 是 一 种 存在 
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数字 系统 


数字 系统 是 一 种 处 理 “ 多 少 ” 的 方法 。 不 同 的 文化 在 不 同 的 时 代 采 用 了 各 种 不 同 
的 方法 ， 从 基本 的 “1，2，3，, 很 多 ”延伸 到 我 们 今天 所 使 用 的 高 度 复杂 的 十 进 制 表 
示 方 法。 


大 约 4 000 年 前 ， 苏 美 尔 人 和 巴比伦 人 【居住 于 今天 的 叙利亚 、 约 日 
以 及 人 委 拉 元) 在 他 们 的 日 常生 活 中 使 用 了 一 种 位 值 制 。 我 们 之 所 以 称 其 为 
位 值 制 ， 是 因为 它 通过 符号 的 位 置 表示 “数字 ”。 而 且 ， 他 们 使 用 60 作为 
基本 单位 一 一 也 就 是 我 们 今天 所 谓 的 “60 进 制 ”系统 。“60 进 制 ”在 如 今 
仍 随处 可 见 : 1 分 钟 有 60 秒 ，1 小 时 有 60 分 钟 。 当 测量 角度 时 ， 我 们 仍 将 
整个 圆周 定义 为 360 度 ， 尽 管 我 们 曾 尝 试 过 将 其 定义 为 400 度 的 测量 系统 
(这 样 ， 每 个 直角 将 对 应 100 度 )。 

尽管 我 们 的 祖先 使 用 数字 主要 是 出 于 实用 需求 ， 但 是 有 些 证 据 可 以 表明 这 
些 早期 文化 是 由 数学 本 身 所 激发 的 ， 祖 先 们 会 抛 开 生活 中 的 实际 事物 ， 拿 出 时 
间 来 专门 探索 这 些 文化 。 这些 成 果 包 括 我 们 今天 所 谓 的 “代数 学 ”以 及 几何 图 
形 的 性 质 。 

公元 前 13 世纪 开始 的 埃及 系统 是 一 种 使 用 象形 符号 表示 的 十 进 制 系 
统 。 特别 是 ， 埃 及 人 发 明了 一 种 处 理 分 数 的 系统 。 但 是 ， 我 们 今天 使 用 的 
上 进 制 位 值 制 其 实 是 来 自 于 巴比伦 人 ， 其 后 被 印度 人 改进 。 它 的 优势 在 于 
它 可 以 同时 表示 非常 小 和 非常 大 的 数 。 由 于 仅仅 使 用 印度 -阿拉 伯 数 字 1， 
2，3，4，5，6，7，8 和 9， 运算 也 会 相对 简单 。 要 验证 这 一 点 ， 让 我 们 来 
看 一 下 罗马 数字 系统 。 这 个 系统 也 可 以 满足 人 们 的 需求 ， 但 是 只 有 专家 才 
能 够 用 它 进行 计算 ， 


公元 前 30 000 年 


旧 石 萎 时 代 的 欧洲 人 人 在 骨 巴比伦 人 用 符号 表示 数字 
头 上 刻下 数字 记号 


从 元 前 2000 年 


02 数字 系统 1 了 


罗马 数字 系统 ”罗马 人 所 使 用 的 基本 符号 是 “个 ， 十 ， 
日 ,和 干 ”(,C, AM) 和 它们 的 “半分 数 ”(V, LD)。 这 些 符 
写 可 以 组 合 出 其 他 数字 。 有 人 猜想 使 用 7， 王 ， 下 和 7 的 
原因 ， 是 它们 和 我 们 的 手指 比较 像 ， 而 子 则 比较 像 手 掌 的 形 


多 与 数 子 系统 


罗马 帝国 时 期 “中 世纪 时 期 增补 


状 ， 将 它 颠 倒 后 再 与 另 一 个 下 合 起 来 形成 了 成 就 得 到 了 两 人 
只 手 或 者 说 10 个 手指 。C 来 自 于 centum 而 M 来自 于 mille， We 区 -五 千 
(这 两 个 词 在 拉丁 文中 分 别 代表 一 百 和 -一 千 )。 另 外 ， 罗 马 人 > ee 
也 用 3 代表 “一 半 ” 同时 使 用 了 一 个 十 二 进 制 的 分 数 系 统 。 L 五 十 当当 
罗马 数字 系统 利用 了 “在 前 以 及 在 后 ”的 方法 来 产生 C C 站 震 
所 需要 的 符号 ， 但 是 可 以 看 到 这 种 方法 并 未 被 全 部 采用 。 古 DD 五 下 瑟 五 十 万 
琶 一 百 万 


罗马 人 用 I 这 种 写法 ， 而 砂 则 在 后 来 才 被 引入 的 。 开 的 MT 二 
组 合 方式 似乎 已 经 被 广泛 使 用 ， 但 是 罗马 人 会 将 SIX 理解 为 。 “Roe 


8 ! 右 图 是 罗马 数字 系统 中 使 用 的 基本 数字 ， 包 括 中 世纪 时 期 的 一 些 增 补 。 


处 理 罗马 数字 可 不 是 件 容易 的 事 。 例 如 ，MMMCD- XLIUI 的 意思 内 有 
在 心里 为 它 加 上 括号 才能 变 得 明晰 。 将 其 看 作 (MMM) (CD) CXL) CDD 
后 ， 才 能 读 出 3 000+400+40+4=3 444。 但 是 ， 如 果 尝 试 将 MMMCDXLIIT 
和 CCCXCIUI 相 加 ， 一 个 技能 熟练 的 罗马 人 可 能 有 一 些 快速 计算 的 捷径 和 
技巧 ， 但 对 于 我 们 来 说 ， 如 果 不 将 两 个 数 首先 转换 到 十 进 制 系统 ， 再 把 相 
加 的 结 灯 换算 回 罗马 数字 表示 ， 就 很 难得 到 正确 结果 : 


相 加 
3444 “一 MMMCDXLIII 
+ 394 ”一 CCCXCII 


=3838 — MMNMDCCCAAAVIIN 
在 这 个 基本 的 系统 中 ， 两 个 数字 的 相 乘 更 加 困难 ， 也 许 连 罗马 人 对 此 也 束 手 
无 策 ! 要 计算 3 444x394 ， 我 们 需要 使 用 那些 中 世纪 时 期 增补 的 数字 。 


公元 600 年 1600 年 


我 们 现在 所 使 用 的 十 进 制 表示 印度 ~ 阿拉 伯 数 字 系 统 1…9 十 进 制 系统 的 符号 拥有 了 我 们 
法 起 源 于 印度 以 及 站 得 到 广泛 传播 今天 可 以 辩 识 的 形式 
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路 易 十 四 时 钟 


iE’ 
3444 = MMMCDAXLIIN 
x 394 一 CCCXCHI 
= ] 356036 ~» MCCCLVMCMXXXYI 


轩 马 人 并 没有 表示 0 的 特 珠 符号。 如 果 你 让 一 个 素食 主义 的 罗 与 市 氏 
记录 当天 喝 下 多 少 瓶 酒 ， 他 可 能 会 写 下 IW， 但 是 如 果 你 让 他 写 下 了 吃 了 多 少 
只 鸡 ， 他 却 写 不 出 0 来。 如今 罗马 数字 仍然 被 一 些 书 籍 用 来 作为 页 数 标记 
(虽然 不 是 本 书 )， 而 且 在 一 些 建筑 物 的 葛 基 石上 也 可 以 看 到 它们 的 蹊 影 。 
野马 人 从 来 不 使 用 的 数字 组 合 ， 例 如 用 MCM 代表 1900， 由 于 风格 原因 却 
被 现代 所 采用 。 其 实 ， 罗 马 人 会 写 为 MPDCCCC。 法 国 国王 路 易 十 四 ， 如 今 
被 普遍 写 为 路 易 和 VF， 实际 上 他 更 希望 别人 称 他 路 易 和 UI。 而 且 他 还 定 下 
了 规则 ， 要 求 他 的 时 钟 的 4 点 钟 要 记 为 I 点 钟 。 

十 进 制 数字 ”我们 自然 而 然 地 是 以 十 进 制 数 来 定义 “数字 ”的 。 十 进 
制 系统 以 10 为 基 ， 使 用 数字 0，1，2，3，4，5，6，7， 8 和 9。 事 实 上 ， 
它 是 以 “ 几 十 ”和 “个 位 数 ” 为 基 的 ， 但 是 个 位 数 可 以 融入 到 “10 位 数 ” 
的 表示 中 。 当 我 们 写 下 数字 394， 在 十 进 制 的 意义 上 ， 我 们 可 以 将 其 解释 为 
由 3 个 百 、9 个 十 和 4 个 一 组 成 ， 这 可 以 与 为 

394=3x1004+9x10+4xl 
该 式 同样 可 以 写 为 10 的 “ 短 ” 的 形式 (或 者 说 “指数 ”形式 ) 

394=3x10: +9x10' +4x10" 
其 中 102=10x10，10!=10 ， 并 且 我 们 认为 10"=1。 在 这 种 表达 式 中 ， 我 们 
可 以 更 清楚 地 看 到 我 们 日 常 所 使 用 的 数字 系统 中 的 十 进 制 基数 ， 这 个 系统 
使 得 乘法 和 加 法 变 得 十 分 清晰 。 

十 进 制 的 小 数 点 ”迄今 为 止 ， 我 们 已 经 看 过 了 如 何 表示 整数 。 但 是 这 

个 十 进 制 系统 可 以 用 来 表示 一 个 数 的 一 部 分 吗 ， 比 如 一 ? 这 意味 着 
52 5 2 
1000 10 100 1000 

我 们 可 以 将 10，100，1 000 的 “倒数 ”看 作 是 10 的 鱼 医 ， 所 以 


=5x10- + 了 x10- +2x10” 
或 者 可 以 直接 写 为 0.572， 小 数 点 表明 了 10 的 负 寡 的 起 始 位 置 。 如 果 将 这 
一 项 加 到 十 进 制 数 394 上 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 十 进 制 数 扩展 形式 394.372 ， 
简写 为 394.572 。 

对 于 那些 非常 大 的 数 ， 十 进 制 表 示 可 能 会 非常 元 长 ， 这 种 情况 
下 ， 我 们 可 以 使 用 “科学 计数 法 "例如 ，1 356 936 892 可 以 写 为 
1.356 936 892x10”( 在 计算 器 或 电脑 上 经 常 写 为 1356 936 892x10F9 )。 可 
以 看 到 ， 究 9 比 原 数 的 位 宽 小 1，E 代表 “exponential”( 指 数 )。 有 些 时 候 
我 们 仍 需 要 用 到 较 大 的 数字 ， 例 如 ， 我 们 会 谈论 到 宇宙 中 已 知 的 所 有 和 氢 原 
于 数 ， 大 约 是 1.7x 107。 同 样 地 ， 拥 有 人 负 短 数 的 1.7 x 10-” 是 一 个 非常 小 的 
效 ， 但 是 也 可 以 很 容易 地 用 科学 计数 法 处 理 。 如 果 使 用 罗马 字符 ， 我 们 连 
想 痢 不 敢 想 这 些 数 字 。 

零 和 一 ”尽管 十 进 制 是 日 常生 活 中 普遍 存在 的 进 制 ， 但 是 一 些 应 用 还 
是 需要 用 到 其 他 进 制 。 以 2 为 基 的 二 进 制 系统 便 是 现代 计算 机 的 基础 ,二 
进 制 的 美 在 于 所 有 的 数字 都 可 以 用 0 和 1 两 个 符号 表示 。 但 是 ， 由 此 带 来 
的 代价 便 是 数字 的 表达 式 可 能 会 变 得 非常 长 。 

在 二 进 制 系统 中 如 何 表示 394 呢 ? 这 次 我 们 将 借助 2 的 震 。 经 过 一 些 
运算 ， 我 们 可 以 得 到 它 的 展开 式 

394 =1x256+1xl28+0x64+0x32+0x16+1x8+0x4+1x2+0x1l 
通过 该 出 上 式 的 0 和 1，394 的 二 进 制 表 示 为 110001010， 

由 于 二 进 制 的 表示 可 能 非常 宛 长， 所 以 还 有 一 些 基 数 在 计算 中 会 被 经 党 
用 到 。 其 中 包括 八进制 和 十 六 进 制 。 在 八进制 中 ， 我 们 仅仅 需要 数字 0，1， 
2，3，4，5，6，7; 同 理 ， 十 六 进 制 会 用 到 16 个 符号 ， 即 使 用 0，1，2，3， 
4，5，6，7，8，9，A，B，C，D，E，F。10 对 应 符号 A，394 在 十 六 进 制 中 
表示 为 18A。 这 和 我 们 心里 所 牢记 的 ，ABC 在 十 进 制 中 对 应 2 748 一 样 简单 。 


将 效 子 写 下 来 


NBNNNNNNNNN 


02 数字 系统 


2 的 篆 


ho 
己 


10 上 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


站 es 
下 cbs 
FE- a 相 
- | 
六 时 本 人 到 
区 上 f 人 
让 i 
Eh = 到 
a we RE 
™ a 
a a 
了 a 


从 字面 上 理解 ， 分 数 是 “分 型 的 数字 ”。 如 果 我 们 想 把 一 个 整数 分 开 ， 一 个 适当 
的 方法 是 使 用 分 数 。 让 我 们 举 个 传统 的 例 六 ， 即 闭 个 普 名 的 重 糕 ， 将 它 分 为 三 等 分 。 


获得 蛋糕 3 部 分 中 2 部 分 的 人 得 到 了 整个 蛋糕 的 ， 而 男 一 个 不 幸运 
的 人 只 得 到 了 整个 蛋糕 的 3 ,将 这 两 部 分 合 起 来 的 话 ， a 
a 十 乞 = 1，1 代表 整个 蛋糕 。 

这 里 还 有 3 了 3 外 个 例子 本 你 或 许 在 大 卖场 见 到 过 衬衣 的 打折 广告 = fa 
称 价 格 为 其 原价 的 五 分 之 四 。 这 个 分 数 写 为 人 。 我 们 也 可 以 说 衬衣 的 价格 
降 了 五 分 之 一 ， 写 为 5。 我 们 看 到 和 二 条 三 1 1 代表 守 衣 的 原价 。 

人 外 数 总 是 以 一 种 一 个 整数 在 另 个 整数 “上 面 ” 的 形式 出 现 。 下 面 的 
数 叫 敌 “分 母 "， 因 为 它 告诉 我 们 一 个 整数 总 共有 多 少 等 分 。 上 面 的 数 叫 做 
“分 子 ”， 因为 它 告 诉 我 们 这 个 数 包 含 了 凶 少 个 这 样 的 等 分 。 所 以 ， 从 已 经 
建立 的 规则 来 看 ， 分 数 总 是 具有 如 下 形式 


分 子 
分 母 
对 于 分 量 糕 的 例子 ， 你 想 吃 整 块 租 糕 的 拖 ， 分 母 是 3， 分 子 是 2。 是 由 两 


个 基本 单元 3 组 成 的 。 
我 们 也 可 以 有 二 人 这样 的 分 数 EE 式 ( 称 为 假 分 数 )， 它 的 分 子 大 于 分 母 。 
将 14 除 以 5， 得 2 _ 可 以 写 为 “混合 ”的 数字 2 和 该 数 有 两 部 分 组 


八 元 前 1800 年 八 元 前 1650 年 


巴比伦 文化 中 出 现 了 分 数 埃及 人 使 用 了 单 分 数 


成 : 整数 2 以 及 “ 真 分 数 ” <。 在 早期 ， 些 人 将 其 写 为 2。 通常 ， 在 分 
数 的 表示 方式 中 ， 分 子 和 分 母 “上面 的 数 ” 和 “下 面 的 数 ”) 没有 公 因 数 ， 
例如 ， 的 分 子 和 分 母 含有 公 因 数 2， 因 为 8=2x4，10=2x5 。 如 果 我 们 将 
该 分 数 写 为 15 = 子 兴 竺 ， 就 可 以 “ 约 掉 ” 公 因数 2， 从 而 得 到 -8 = 生 ， 一 个 
更 为 简单 的 等 价 形式 。 数 学 家 称 分 数 为 “有 理 数 ”(rational number)， 因 为 
它们 是 两 个 数字 的 比率 〈ratio)。 有 理 数 是 希腊 人 可 以 “ 调 最 ”的 数字 ， 

加 法 和 乘法 ”关于 分 数 -- 个 很 奇 尘 的 性 质 是 它们 的 乘法 要 比 加 法 更 简 
里， 整数 的 秩 法 如 此 麻烦 ， 以 至 于 人 们 发 明了 很 多 计算 技巧 。 但 是 对 于 分 数 
来 说 ， 它 的 加 法 却 要 更 为 困难 ， 需 要 考虑 更 多 东西 。 

让 我 们 首先 看 一 下 分 数 的 乘法 。 如 果 你 买 了 -一 个 原价 有 30， 售 价 为 原 
价 五 分 之 四 的 衬衣 ， 你 需要 支付 的 价格 将 是 对 24。 至 30 被 分 为 5 刘 分 ， 每 
疮 分 为 屏 6， 最 后 你 需要 支付 的 价格 为 其 中 的 4 冲 分 ，4X 6=24。 

搂 月 ， 商 店 的 经 理发 现 该 衬衣 的 销售 状况 仍 不 理想 ， 因 此 价格 被 进 一 
步 下调 为 现 售 价 的 坟 。 如 果 现 在 你 走 进 商店 ， 以 至 12 的 价格 就 可 以 买 下 这 


件 衬衫 。 这 是 因为 了 X 生 X30 等 于 12。 将 两 个 分 数 相 乘 ， 你 仅仅 需要 将 分 
母 和 分 子 分 别 相 乘 


lx4-1X4-.4 
2 .5 2xw5 0 4 
如 来 经 理 将 两 次 减 价 写成 一 个 广告 标语 ， 那 么 现 售 价 将 是 原 售 价 30 的 6 


全 X30， 即 主 12。 
将 两 个 分 数 相 加 完全 是 另外 一 回 事 。 对 于 二 + 生来 说 还 算 比 较 容易 ， 
因为 两 个 分 数 的 分 母 是 一 样 的 。 我 们 仅仅 需要 将 两 个 数 的 分 子 相 加 ， 得 3 即 


订 1。 但 是 我 们 如 何 将 和 蛋糕 的 三 分 之 二 和 五 分 之 四 相 加 ? 如 何 计算 出 十 S? 


公元 100 年 1585 年 


中 国人 发 明了 一 种 比萨 的 列 奥 纳 多 ( 即 辈 波 那 四 阳 : 斯 大 文 建立 了 一 套 十 进 
分 数 计 算 系统 奖 ) 使 得 分 数 的 模 线 表示 法 制 分 数 的 理论 
得 以 普及 


03 分 数 11 


分 数 线 “ 一 ”已 经 被 广泛 地 使 
用 (如 ahb) 


12 


你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


我 们 希望 可 以 简单 地 计算 拖 + 委 = 寺 寺 冬 = 5， 但 不 幸 的 是 我 们 不 能 这 样 
计算 ， 
将 分 数 相 加 需要 另外 一 种 方法 。 将 凶 和 入 相 加 ， 我 们 首先 需要 将 两 个 数 


表示 为 具有 相同 分 母 的 分 数 形式 。 首 先 将 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 5 得 到 ]3， 


然后 将 站 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 3 得 到 1 。 现 在 两 个 分 数 有 相同 的 分 母 15， 


我 们 只 需要 将 其 分 子 相 加 即 可 求 出 它们 的 和 
2 4 _ 10 .12 22 


3 31 15 一 15 
转化 为 小 数 “” 在 科学 世界 和 大 多 数 的 数学 应 用 里 ， 我 们 更 多 地 选择 用 小 
数 来 表示 分 数 。 和 等 同 于 号 ， 而 这 个 分 母 为 10 的 分 数 又 可 以 写 为 小 数 0.8。 


以 5 或 10 为 分 母 的 分 数 转换 起 来 比较 容易 。 但 是 我 们 如 何 将 二 这 样 的 


分 数 转 换 为 小 数 呢 ? 我 们 需要 知道 的 所 有 事情 是 : 当 我 们 用 一 个 整数 除 以 
另 一 个 整数 时 ， 结 果 要 么 是 怡 好 被 整除 ， 要 么 就 是 得 到 某 个 倍数 以 及 一 个 
剩余 的 数 ， 我 们 称 之 为 余数 。 
以 为 例 ， 将 分 数 形式 转换 为 小 数 形式 的 过 程 如 下 : 
口 尝试 用 8 除 7。 除 不 动 ， 或 者 可 以 说 商 为 0， 余 数 为 7。 因 此 ， 我 们 写 
下 0， 后 面 跟着 小 数 点 ， 即 “0.”。 
口 现在 用 8 除 70 (上 一 步 得 到 的 余数 乘 10)。 结 果 商 为 8， 因 为 
8X8=64， 结 果 为 8 余 6 (70-64)。 我 们 将 其 写 到 第 一 步 的 结果 后 
边 ， 即 “0.8”。 
口 然后 用 8 队 60 (上 一 步 得 到 的 余数 习 10)。 因 为 7xX8=56， 所 以 结 
果 为 7 余 4。 我 们 继续 将 它 写 下 来 ， 到 现在 我 们 已 经 得 到 “0.87”。 
口 再 用 8 除 40 (上 一 步 得 到 的 余数 习 10;。 结 果 被 整除 ， 商 正好 为 5， 
余数 为 0。 当 我 们 得 到 余数 为 0 时， 计算 结束 。 我 们 得 到 了 最 后 的 
结果 “0.875”。 
当 将 此 转换 方法 用 到 其 他 分 数 上 时 ， 我 们 有 可 能 永远 都 算 不 完 ! 计算 


会 一 直 持续 下 去 。 例如， 要 将 手 转换 为 小 数 ， 我 们 发 现在 计算 的 每 一 步 里 ， 


用 3 队 20 的 结果 都 是 得 6 余 2。 因 此 我 们 只 好 继续 用 3 除 20， 这 样 永 远 不 
会 有 余数 为 0 的 时 候 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 得 到 了 无 限 小 数 0.666 66… 可 以 
将 其 写 为 06， 表 示 “ 循 环 小 数 ”。 


类 似 的 无 穷 无 尽 的 小 数 非常 多 。 分 数 忆 很 有 意思 。 对 于 这 个 数 ， 我 们 


可 以 算出 3 = 0.714 283 714 283 714 283 … 我 们 发 现 序 列 714285 在 不 断 重 
复 。 如 果 一 个 分 数 导致 了 不 断 重复 的 序列 ， 我 们 将 永远 得 不 到 一 个 有 限 的 


埃及 分 数 ” 对 于 公元 前 2000 年 的 古 埃及 人 ， 他 们 的 分 数 系统 是 基 
于 象形 符号 的 单 分 数 〈 这 些 单 分 数 的 分 子 为 1)。 我 们 是 从 莱茵 德 纸 草书 
(Rhind Papyrus) 知道 这 些 的 ， 它 如 今 保存 在 大 英 博物 馆 。 这 是 一 个 如 此 复杂 的 
分 数 系统 ， 只 有 那些 接受 过 训练 的 人 才能 知道 其 中 的 秘密 ， 并 作出 正确 的 计算 。 
埃及 人 只 使 用 了 很 少 一 些 “ 特 权 ” 的 分 数 ， 如 生 ， 其 他 所 有 的 分 数 都 表示 


为 单 分 数 ， 如 亏 ， 寺 ， 十 及 65 。 这 些 是 他 们 的 “基本 分 数 ” 而 其 他 所 有 分 


数 都 可 以 用 它们 来 表示 。 例 如 ， 了 不 是 单 分 数 ， 但 它 可 以 表示 为 单 分 数 和 的 形式 


» _1 1 1 ll] 

T7341+8+168 
这 里 必须 使 用 不 同 的 单 分 数 。 这 个 系统 的 一 个 特点 是 可 能 有 不 止 一 种 的 分 
数 表 示 方 法 ， 有 些 方法 可 能 要 比 其 他 的 更 为 简短 。 例 如 ， 


Sy 1 | ] 
7 三 二 “了 ” 麻 


这 种 “埃及 展开 法 ”也 许 实 用 性 非常 有 限 ， 但 是 这 个 系统 却 激励 了 很 多 代 的 纯 
数学 家 ， 并 且 提 出 了 很 多 颇具 挑战 的 难题 ， 其 中 一 些 到 如 今 仍 未 解决 。 例 如 ， 
对 于 最 短 的 埃及 展开 方法 的 完整 分 析 还 有 待 更 加 勇敢 无 展 的 数学 家 们 去 尝试 。 


弘 土 有 天 
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如 朱 你 喜欢 玩弄 点 方 阵 ， 你 的 思维 方式 会 非常 类 似 于 那些 毕 达 哥 拉 斯 学 派 。 这 
个人 举动 是 皇 达 哥 拉 斯 领导 的 社团 所 推崇 的 ， 毕 达 哥 拉 斯 因为 他 发 明 的 同名 定理 而 被 人 
们 所 苑 记 。 他 出 生 于 希腊 的 萨摩 斯 岛 ， 而 他 的 秘密 宗教 社团 是 在 意大利 南部 发 展 壮大 
的 。 绊 达 由 拉 斯 相信 数学 是 通 往 宇 宙 本 质 的 钥匙 . 


= 数 数 这 些 点 ， 我 们 发 现 左 边 第 一 个 方 阵 由 一 个 点 组 成 
~ ~ 对 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 来 说 ，1 是 最 重要 的 数字 ， 渗 透 着 精神 

。 。。 <。 。。  。 。。。 的 存在 。 因 此 我 人 有 了 一 个 很 好 的 开端 继续 计数 后 边 屠 

| 4 9 16 些 方 阵 的 点 数 ， 我 们 得 到 一 系列 “平方 数 ”1，4，9，16， 
a 25，36，49，64… 它 们 被 称 为 “完全 ”平方 数 。 

鸭 。 - 。 你 可 以 通过 在 前 一 个 方 阵 的 上 方 和 右 方 增加 一 圈 

| ” , » . 和 ” ”点 从 而 得 到 下 一 个 平方 数 ， 例 如 9%7=16。 毕 达 


野 拉 斯 学 派 并 没有 停 在 方 阵 上 。 他 们 考 虚 了 其 他 的 形状 ， 例 如 三 角形 、 五 
边 形 以 及 其 他 名 边 形 ， 

三 角 数 很 像 一 堆 石 涉 。 计 数 这 些 点 可 以 得 到 1，3,， 6，10，15，21， 
28，36… 如 果 你 希望 算出 一 个 三 角 数 ， 可 以 使 用 前 一 个 三 角 数 ， 并 加 上 在 
最 下 面 一 行 增 加 的 点 数 。 例 如 ，10 的 下 个 三 角 数 是 多 少 ? 它 的 最 下 面 一 行 
有 5 个 点 ， 因 此 我 们 得 到 10+5=15。 

如 果 你 比较 平方 数 和 三 角 数 ， 将 会 看 到 36 同时 出 现在 两 个 清单 里 。 但 
是 ， 这 里 还 有 一 个 更 为 惊人 的 联系 。 如 果 你 拿 两 个 连续 的 三 角 数 并 将 其 相 
加 ， 将 得 到 和 什么 ?让 我 们 尝试 一 下 并 把 结果 记录 到 表格 中 。 


公元 前 1750 年 公元 前 525 年 公元 前 300 年 


巴比伦 人 编 菊 了 平方 根 表 生 达 哥 拉 斯 学 派 研究 了 几何 欧 多 克 索 斯 的 无 理 数理 论 发 表 在 欧 
排 到 的 平方 数 几时 得 的 《几何 原本 3》 的 第 5 卷 中 
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没 错 ! 当 你 将 两 个 连续 的 三 角 数 相 加 ， 就 得 到 个 平方 数 。 你 同样 可 将 两 个 连续 三 角 数 相 加 


“通过 一 个 “无 言 的 证 明 ” 来 发 现 它 。 考 虑 一 个 4 乘 4 的 点 方 阵 ， 我 们 划 一 1 4 
一 条 对 角 线 穿 过 它 。 线 上 方 的 点 可 以 形成 一 个 三 角 数 ， 而 线 下 方 的 点 形成 3 > 


b+10 


下 一 个 三 角 数 。 这 个 结论 适用 于 任何 大 小 的 方 阵 。 通 过 这 这 些 “ 点 图 ”计算 
身 积 是 一 种 捷径 。 一 个 边 长 为 4 的 正方 形 面积 为 4X 4=42=16 下方 单位 。 通 
遂 ， 如 果 边 长 计 为 zx， 面积 则 为 x， 

平方 x 是 抛物 线 状 的 基础 。 这 是 一 种 你 可 以 在 矶 形 0D 星 接 收 天 线 或 是 
本 前 灯 反 射 镜 上 找到 的 形状 。 擅 物 线 有 - 个 焦点。 对 于 碟 形 卫星 天 线 ， 焦 
咏 上 放置 着 一 个 传感器 ， 用 于 接收 空间 传 来 的 平行 波 碰 到 碟 形 曲面 后 反射 
回来 汇聚 在 焦点 上 的 信号。 

在 丰 前 灯 上 ， 位 于 焦点 处 的 灯泡 可 以 射出 一 东平 行 光 。 在 体育 项 日 中 ， 
久 球 运动 员 、 标 枪 运动 员 及 链球 运动 员 都 知道 抛物 线 为 任何 物体 下 落 到 地 
和 所 经 过 的 路 径 曲 线 。 

平方 根 如 果 我 们 将 问题 反 过 来 ， 想 要 知道 一 个 已 知 面积 为 16 的 正方 
形 的 边 长 ， 答 案 很 明显 是 4。16 的 平方 根 是 4， 写 为 iiE_4 ， 使 用 作 
为 平方 根 符号 从 16 世纪 就 开始 了 。 所 有 平方 数 的 平方 眼 帮 正好 是 整数 。 例 
如 ，VI1=1，V4=2，V9=3，VI6=4，V25 =5 等 。 在 数 轴 上 ， 这 些 完 
全 平方 数 的 间隔 中 是 许多 其 他 的 数字 :2，3，5，6，7，8，10，11.… 


对 于 平方 根来 说 还 有 一 个 非常 绝妙 的 表示 方法 。 就 像 x? 表示 -个 平方 
数 一 样 ， 我 们 可 以 将 平方 根 写 为 .上 ， et 指数 相 加 的 
运算 法 则 相 一 致 。 这 是 对 数 的 基础 ， 在 1600 年 去 右 我 们 知道 了 乘法 问题 可 
以 转换 为 加 法 运算 ， 其 后 发 明了 对 数 。 但 那 是 另 个 故事 了。 所 有 数 都 具 
元 630 年 1550 年 1872 年 


要 湖 摩 答 多 给 出 了 计 符号 ”被 用 于 表示 平方 根 最 德 金 建立 起 一 大 
算 平方 根 的 方法 有 关 无 理 数 的 理论 
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有 平方 根 ， 但 是 它们 并 不 一 定 是 整数 ， 儿 乎 所 有 计算 器 都 有 一 个 按钮， 
使 用 它们 ， 我 们 可 以 发 现 ， 例 如 V7 =2.645 751 311 。 


让 我 们 看 一 下 V2 。 数 字 2 对 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 来 说 具有 特殊 的 意义 ， 
因为 它 是 第 一 个 偶数 (记名 腊 人 认为 偶数 是 阴性 的 而 奇数 是 阳性 的 一 一 并 
县 这 至 较 小 的 数字 都 有 鲜明 的 个 性 )。 如 果 你 使 用 计算 器 计算 V2 ， 将 得 到 
1.414 213 562 (假设 你 的 计算 器 可 以 提供 这 么 多 位 的 小 数 )。 这 就 是 2 的 平 
方 根 吗 ? 我 们 通过 计算 1.414 213 562 Xx 1.414 213 562 来 检查 一 下 。 结 果 得 
到 1.999 999 999。 结 果 并 不 严格 等 于 2， 这 是 因为 1.414 213 562 仅仅 是 2 
的 平方 根 的 近似 值 。 
取 让 我 们 震惊 的 可 能 是 我 们 得 到 的 永远 只 能 是 近似 值 ! 将 J7 展开 到 
小 数 点 后 百 万 位 也 仍然 还 是 近似 值 。 数 字 V2 在 数学 中 非常 重要 ， 虽然 可 
能 不 及 r 和 e ( 见 第 $ 章 和 第 6 童 )， 但 是 其 重要 程度 也 可 以 从 其 名 字 中 看 
出 一 一 它 有 时 被 称 为 “ 毕 达 哥 拉 斯 数 ” 
4 月 平方 根 是 分 数 吗 关于 平方 根 是 否 是 分 数 的 疑问 关联 到 古 希 腊 已 知 的 
”9 测量 理论 。 假 设 有 一 条 直线 48， 我 们 想 要 测量 它 的 长 度 。 我 们 使 用 一 个 不 


CD 可 分 的 “单位 长 度 ”CD 来 测量 它 。 要 完成 测量 ， 我 们 将 单位 长 度 CD 连续 
起 来 沿 48 排列 。 如 果 我 们 共 摆 放 了 m 次 单位 长 度 ， 并 且 最 后 一 个 单位 长 
4 B 


+ ， 度 末端 恰好 与 48B 末 端 ( 点 8) 相 齐 平 ， 那么 48 的 长 
一度 为 m。 如 果 末 端 没 有 齐 平 ， 我 们 可 以 在 4B 的 末端 延 
伸 出 一 个 它 自身 的 复制 ， 并 且 继 续 使 用 单位 长 度 测量 ( 见 图 )。 十 希腊 人 相 
信和 在 使 用 了 5n 个 复制 以 及 m 个 单位 长 度 后 ， 最 后 一 个 单位 长 度 的 末端 将 和 
第 nn 个 48B 的 末端 相 齐 平 。AB 的 长 度 将 是 六 。 例如 ， 如 果 总 共 并 排 摆 放 了 


hs 


出 Tr 
Eo es 


人 3 个 48 和 29 个 单位 长 度 ， 则 48 的 长 度 为 29 ， 
度 | 二 希腊 人 也 考虑 过 如 何 测量 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 4B 的 长 度 ， 其 中 该 


> 一、 二 角形 的 历 条 直角 边 长 度 都 为 ! 个 单位 长 度 。 根 据 毕 达 笛 拉 斯 定理 ，4B 的 
长 度 可 以 被 象征 性 地 写 为 J3 ， 那 么 问题 是 ， 是 否 VI = 名 ? 
通过 用 计算 器 来 计算 ， 我 们 已 经 发 现 V3 的 小 数 表示 是 无 穷 天 
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信 的 ， 这 个 事实 《〈 小 数 展开 没有 尽头 ) 似乎 暗示 了 V3 不 是 一 个 分 数 ， 但 是 
对 于 小 数 0.333 333 33… 来 说 同样 没有 尽 斗 ， 但 它 却 表示 分 数 二 。 我 们 需要 
更 多 让 人 信服 的 证 据 ， | 

v2 是 分 数 吗 ”这 将 引出 数学 里 一 个 最 著名 的 证 明 。 这 种 证 明 方 法 是 十 
名 腊 人 所 喜欢 的 风格 ， 归 课 法 。 首 先 假设 V2 不 可 能 同时 既是 分 数 又 不 是 分 数 ， 
这 其 实 是 逻辑 的 “ 排 中 律 "。 在 这 个 逻辑 中 ， 除 了 “是 ”或 “不 是 ”外 不 存在 
上 其 他 可 能 。 希 腊 人 的 证 明 方法 真是 太 绝妙 了 ! 他 们 假设 V2 是 分 数 ， 然 后 通 
过 一 步 步 严 谨 的 逻辑 推理 ， 得 到 蔬 盾 的 结论 。 让 我 们 看 一 下 这 个 过 程 。 假 设 


三 mi 
ya = 一 


我 们 也 可 以 给 与 更 多 假设 。 我 们 可 届 限 设 m 相 寺 没有 公 因 数 。 这 是 设 问题 
的 ， 因 为 如 果 它 们 确实 具有 公 因 数 ， 我 们 也 可 以 将 其 约 掉 。( 例如 ， 将 全 
的 分 子 和 分 母 的 公 因 数 7 约 掉 后 等 于 )。 

我 们 可 以 将 yz = 严 的 等 号 两 边 同 时 平方 ， 得 到 2 - 全 因此 m? = 272 。 
从 这 里 我 们 可 以 得 到 第 一 个 结论 : 因为 是 某 个 数 的 2 倍 ， 所 以 它 是 个 个 
数 。 接 着 ，m 不 可 能 是 奇数 (因为 任何 奇数 的 平方 仍 为 奇数 )， 所 以 m 也 是 
一 个 偶数 。 

到 现在 为 止 逻辑 都 没有 问题 。 因 为 m 是 偶数 ， 所 以 它 必然 是 某 个 数 的 2 
信 ， 我 们 不 妨 写 为 m = 2k 。 将 该 式 等 号 两 边 同时 平方 得 到 m? = 4k? 。 将 该 式 和 
m = 2n" 相 结 合 ， 得 到 2n? = 4k* 。 我 们 将 公 因 数 2 约 掉 后 得 到 n? = 2k? 。 我 们 
之 前 也 有 过 类 似 的 结果 ! 同 理 ， 可 以 得 到 ?是 偶数 ， 并 有 目 也 是 偶数 。 我 们 通过 
疡 并 的 人 逻辑 推理 得 到 了 m 和 n 都 是 偶数 ， 所 以 它们 具有 公 因 数 2。 这 个 结论 和 先 
前 m 和 nn 没有 公 因 数 的 假设 是 矛盾 的 。 因 此 ， 结 论 是 V2 不 可 能 是 一 个 分 数 ， 

同 理 也 可 以 证 明 所 有 的 Yn 序列 (除非 n 是 完全 平方 数 ) 都 不 是 分 数 。 无 法 
表示 为 分 数 的 数 被 称 为 “无 理 数 ” 因此 我 们 可 以 得 出 无 理 数 的 个 数 是 无 限 多 的 。 


通 往 无 理 数 之 路 
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和 
"i 

上 


r 是 数学 中 最 著名 的 数 。 恶 记 自 然 界 中 的 所 有 其 他 第 数 也 不 会 感 记 它 ，r 总 是 出 现 
在 名 单 中 的 第 一 个 位 置 . 如 果 数 宇 也 有 奥斯卡 奖 ， 那 么 zx 肯定 每 年 部 会 得 奖 


r 或 者 mi， 是 圆周 的 周 长 和 它 的 直径 的 比值 。 它 的 值 ， paps ns 
之 闻 的 比值， 不 取决 于 圆周 的 大 小 。 无 论 圆 周 是 大 是 小 ，r 的 值 都 是 恒定 
变 的 。x 产生 于 圆周 ， 但 是 在 数学 中 它 却 无 处 不 在 ， ea 人 
不 相关 的 地 方 。 


立 库 扎 ( Syracuse ) 的 阿 基 来 德 ” 人 们 在 古 时 候 就 对 圆周 周 长 和 直 
对 于 直径 为 4， 半 径 为 锡 拉 库 扎 ( Syracuse ) 的 阿 基 来 德 ”人 们 在 古 时 候 就 对 圆周 周 长 和 下 


径 的 比值 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 在 公元 前 2000 年 左右 ， 巴 比 伦 人 发 现 了 周 
r 的 圆周 
长 大 约 是 直径 的 3 倍 。 
周 长 =rd=2rr 四 
面积 =rr: 关于 的 数学 理论 真正 开始 于 锡 拉 库 扎 的 阿 基 米 德 ， 大 约 在 公元 前 225 
年 左右 。 阿 基 米 德 就 是 在 那里 完成 他 伟大 的 创举 的 。 数 学 家 们 喜欢 评价 同行 
对 于 直径 为 4， 半径 为 - 
;的 更 的 等 级 ， 他 们 认为 阿 基 米 德 可 以 与 卡尔 。 弗 里 德里 希 。 高 斯 〔 数 党 王子 ) 和 


划 萨 克 。， 牛顿 齐名 。 椒 管 这 种 评价 有 何 价 值 ， 阿 基 米 德 应 该 位 列 任何 数学 名 
4 人 堂 中 是 屿 良 置 县 的 。 但 是 ， 他 并 没有 被 完全 处 于 数字 的 索 牙 塔 里 ， 他 对 于 
了 2 il 天 文学 、 数 学 、 物 理学 也 都 有 着 很 高 的 造 证 ， 他 还 设计 了 战争 武 兹 ， 例 如 
弹射 器 、 杜 杆 以 及 一 种 “ 火 镜 ”， 这 些 玫 是 为 eda 但 是 据说 ， 
他 身上 具有 教授 们 所 常 有 的 心 不 在 下 的 特质 ， 否 则 当 他 发 现 了 流体 静 力 学 中 
的 浮力 定律 时 ， 是 什么 使 得 他 从 ; 人 盆 里 跳出 来 ， 连 衣 服 都 不 穿 就 冲 到 大 街 上 

大 喊 “Eureka”( 拉丁 语 “ 我 发 现 了 ?7 ? 但 是 ， 我 们 却 找 不 到 关于 他 如 何 庆 
视 x 的 发 现 的 记 末 。 


表面 积 =nd ?=4nr* 


公元 可 2000 年 公元 前 250 年 


巴比伦 人 发 现 x 约 等 于 3 阿 基 米 德 冶 出 x 的 近似 值 为 22 
7 


当 把 定义 为 周 长 和 直径 的 比值 后 ， 如 何 进一步 计算 圆 的 面积 呢 ? 通 
过 推导 可 以 得 到 半径 为 > 的 圆 的 面积 为 rz2， 或 许 这 一 点 比 周 长 / 直径 给 出 
的 定义 更 加 有 名 。x 对 于 周 长 和 面积 的 双重 职责 是 非常 重要 的 。 

这 个 结论 是 如 何 证 明 的 呢 ? 圆周 ; 人 底 
边 边 长 为 ， 融 度 近似 为 半径 r。 它 们 在 圆 内 部 形成 一 个 多 边 形 ， 圆 的 面积 
可 以 近似 为 这 个 多 边 形 的 面积 。 让 我 们 首先 将 圆 划 分 为 1 000 个 三 角形 。 捧 
性 过 程 郡 将 是 近似 操作 。 我 们 可 以 将 每 对 相 邻 的 三 角形 拼 成 一 个 矩形 〈 近 
似 地 )， 它 的 面积 为 Bxr 。 那 么 整个 和 多边形 的 面积 将 是 500xbxr 。 由 于 
500xb 约 等 于 半圆 的 周 长 ， 它 的 长 度 是 rr， 则 整个 多 边 形 的 面积 为 rr xr= 
r 产 。 划 分 的 三 角形 越 多 ， 近 似 值 会 越 接 近 实 际 值 ， 最 后 ， 在 极限 上 我 们 可 
以 得 出 圆周 的 面积 为 rm。 


阿 基 米 德 估 算出 7 的 值 处 在 3 和 之 间 。 正 是 因为 阿 基 米 德 ， 我 
lamisil 天 于 设计 区 这 个 符号 的 荣誉 要 归功 于 


are 珀 期 ， 他 是 一 个 威尔士 数学 家 ， 在 18 世纪 成 了 伦敦 皇家 
会 的 副 主 席 ， 物 理学 家 和 数学 家 欧 拉 在 圆周 率 的 使 用 中 将 x 推广 开 来 。 


f 的 精确 数值 ”我 们 永远 无 法 知道 r 的 精确 数值 ， 因 为 它 是 一 个 无 理 
数 ， 这 一 点 被 约翰 ， 兰 伯 特 于 1768 人 he 明 。 的 小 数 展开 是 无 穷 无 尽 的 ， 
并 且 设 有 可 预测 的 模式 。 它 的 前 20 位 是 3.141 592 653 589 793 238 46… 中 


国 数学 家 所 采用 的 V10 的 数值 为 3.162 277 660 168 379 331 99， 这 个 值 在 公 


元 500 年 左右 被 婆罗 摩 发 多 采用 。 事实 上 ， 这 个 值 比 3 这 个 粗略 近似 值 要 
好 一 些 ， 它 和 7 相 比 直到 小 数 点 后 第 2 位 才 不 相同 。 


r 可 以 从 一 个 数列 计算 。 一 个 著名 的 数列 展开 是 


Bp 
| 
| 
Wa 


但 是 ， 这 个 数列 需要 一 个 很 痛苦 漫长 的 过 程 才 能 收敛 到 x， 计算 是 几乎 不 可 
能 的 。 欧 拉 找 到 了 一 个 可 以 收敛 到 x 的 重要 序列 


公元 1706 年 


威廉 。 天 斯 引入 了 符号 三 们 特 证 明了 r 是 无 理 数 林 德 过 证 明了 x 是 超越 的 
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x ll 1 + 1 
Lt 
目 学 成 才 的 天 才 拉 马 努 金 〈Srinivasa Ramanujan) 想 出 了 一 个 漂亮 的 x 的 近 


仙 公 式 。 这 个 式 于 里 边 仅 涉及 2 的 平方 根 


V2 = 3.141 592 730 013 305 660 313 996 189 0... 


数学 家 们 对 x 是 如 此 地 着 迷 。 当 兰 但 特 证 明了 它 不 可 能 是 分 数 的 时 候 ， 
德国 数学 家 林 德 曙 在 1882 年 解决 了 一 个 关于 的 最 重要 的 问题 。 他 证 明了 
fr 是 “超越 ”的 ， 即 r 不 可 能 是 代数 方程 《一 个 仅 含 有 x 的 指数 项 的 方程 ) 
的 解 。 通 过 解决 这 个 “千古 之 恋 ”"”， 林 德 曼 给 出 了 “ 变 圆 为 方 ” 这 一 问题 的 
结论 ， 此 问题 为 ， 给 定 一 个 圆 ， 如 何 利用 一 对 圆规 和 直 尺 构造 一 个 和 它 面 
积 一 样 的 正方 形 . 林 德 曼 最 后 证 明了 这 是 不 可 能 做 到 的 。 如 今 ， 化 圆 为 方 
就 代表 办 不 到 的 事情 ， 

对 于 x 的 精确 计算 快速 发 展 着 。1853 年 ， 威 廉 。 尚 克 斯 (Wiliam Shanks) 
宣称 已 经 将 它 精确 到 了 607 位 ‘实际 上 只 精确 到 527 位 )。 在 当代 ， 计 算 机 
给 与 了 将 zc 精确 到 更 多 位 的 新 的 动力 。1949 年 ， 被 精确 到 了 小 数 点 后 2 
037 位 ， 这 是 由 ENIAC 计算 机 经 过 了 70 个 小 时 的 计算 完成 的 。 到 2002 年 ， 
A 已 经 精确 到 令 人 瞳 舌 的 1 241 100 000 000 位 ， 而 且 这 个 数 还 在 继续 增长 。 
如 果 我 们 准备 写 出 x 的 精确 值 ， 疝 元 斯 的 计算 结果 仅仅 需要 14 米 ， 而 2002 
年 得 到 的 这 个 结果 则 足 可 以 绕 地 球 大 约 62 圈 。 


人 们 提出 并 解答 了 关于 zx 的 各 种 问题 。xt 的 这 些 数 字 是 完全 随机 的 
吗 ? 有 没有 可 能 预测 它 的 展开 式 里 的 一 段 序列 ? 例如 ， 有 没有 可 能 在 展 
开 式 中 出 现 0123456789 这 样 的 序列 ?在 20 世纪 50 年代， 人 们 认为 这 个 
问题 是 不 可 知 的 。 人 们 在 x 的 已 知 2 000 位 展开 式 中 没有 找到 这 样 的 序 
列 。 荷 兰 数 学 界 的 领军 人 物 鲁 伊 兹 。 布 劳 威 尔 (L.E.J] Brouwer) 认为 这 个 
问题 毫 无 意义 ， 因 为 他 相信 这 个 序列 是 不 能 出 现 的 。 事 实 上 ， 这 个 序列 在 
1997 年 被 找到 了 ， 它 开始 于 第 17 387 594 880 位 ， 或 者 按照 上 边 的 那个 比 
喻 ， 它 所 在 的 位 置 差 5 000 公里 就 绕 完 地 球 整 一 圈 了 。 你 可 以 在 仅仅 1 000 
公里 后 就 可 以 发 现 10 个 连续 的 6， 却 要 在 绕 地 球 1 圈 后 再 走 6 000 公里 才 
能 找到 10 个 连续 的 7。 


05 x 之 1 


诗歌 中 的 和 

如 有 你 真 想 要 知道 二 展开 后 的 最 开始 的 一 些 数值 ， 也 许 一 首 小 诗 可 以 帮助 你 。 仿 效 数 学 救 
学 中 传统 的 “记忆 法 ”这 里 有 一 首 诗 ， 是 迈克 尔 。 基 思 (Michael Keith) 根据 爱 伦 。， 坡 的 诗 “ 铂 
入 ”改编 的 。 


爱 伦 。 坡 的 原 诗 的 开始 部 分 基 思 改编 后 的 诗 的 开始 部 分 

Theraven E.A.Poe Poe, E. Near A Raven 

Once upon a midnight dreary, while | Midnights so dreary, tired and weary 

Pondered weak and weary, 

Over many a quaint and curious volume of Silently pondering volumes extolling all by- 

Jorgotten [ore. now obsolete lore. 了 
基 思 的 版 本 里 ， 每 个 草 词 里 的 字母 个 数 ， 代 表 了 zt 展开 后 的 前 740 位 。 3 


5 的 重要 性 ”知道 x 的 这 么 多 位 有 什么 用 ? 毕竟 ， 大 多 数 计算 仅仅 需 
要 知道 小 数 点 后 几 位 就 够 了 ， 对 于 绝 大 多 数 实 际 应 用 来 说 ， 或 许 10 位 以 内 
已 经 足够 了 ， 而 且 阿 基 米 德 的 近似 值 学 也 可 能 对 于 大 多 数 情况 都 已 经 足够 
好 了 。 但 是 ， 对 于 的 广泛 展开 绝 不 是 仅仅 为 了 娱乐 。 它 们 除了 能 使 那些 
自称 为 “x 的 朋友 ”的 数学 家 们 神魂 颠倒 外 ， 还 可 以 用 于 测试 计算 机 的 性 能 
极限 。 


或 许 关于 x 的 最 离奇 的 一 段 故 事 是 印第安 纳 州 立法 院 曾 经 试图 通过 一 
条 议案 ， 以 固定 它 的 数值 。 这 个 故事 发 生 在 19 世纪 来 ， 一 个 名 叫 十 德 温 
(E.J. Goodwin) 的 医学 博士 提出 一 条 议案 ， 和 希望 将 r 变 成 “ 易 理 解 的 ” 而 
这 条 议案 面临 的 实际 问题 是 ， 提 议 者 自己 却 没有 能 力 知道 他 想 要 固定 的 值 
是 多 少 。 值 得 庆幸 的 是 ， 在 议案 通过 之 前 ， 他 们 意识 到 了 对 x 进行 立法 是 
一 件 多 么 荒唐 的 事情 。 从 那 一 天 起 ， 政 客 们 便 远离 了 x。 


当 元 之 门 被 打开 
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相对 它 的 唯一 竞争 者 7 来 说 ，。 就 像 是 初来乍到 的 。r 由 于 其 可 追 斋 到 巴比伦 时 期 
的 辉 焊 历 史 而 显得 更 具 威 严 ， 而 e 却 设 有 什么 值得 称道 的 历史 为 其 添彩 。 常 数 e 是 年 
轻 而 充 注 生 机 的 ， 当 涉及 “增长 ”时 ， 宏 就 会 出 现 . 无论 是 人 口 、 金 钱 或 其 他 的 自然 
数量 ， 宪 们 的 增长 总 是 不 可 避免 地 会 和 涉及。 . 


e 是 一 个 近似 值 为 2.718 28 的 数 。 那 么 它 为 什么 这 人 么 特别 昵 ? 它 并 不 
是 一 个 随机 产生 的 数 ， 而 是 数学 中 最 伟大 的 各 数 之 一 。 它 蝴 发 于 17 世纪 早 
期 ， 那 时 ， 几 个 数学 家 正 致 力 于 如 何 阐明 对 数 的 思想 ， 这 个 伟大 的 发 明 使 
得 大 数 之 间 的 乘法 可 以 转换 为 加 法 . 

但 是 ， 故 事 真 正 开 始 于 17 世纪 的 e 商务。 当时 ， 瑞 士 的 伯 努 利家 族 像 
个 生产 数学 家 的 工厂 ， 涌 现 了 一 批 杰 出 的 数学 家 ， 而 雅 各 布 。 伯 努 利 正 是 
这 个 家 族 的 一 员 。1683 年 ， 雅 各 布 开 始 研究 复 利 的 问题 。 

人 金钱， 金钱 ， 人 金钱 ”假设 我 们 考虑 1 年 定期 存款 ， 利 率 为 100%， 初 始 
存款 〔 称 为 本 金 ) 为 和 1。 当 然 我 们 几乎 不 可 能 得 到 100% 这 么 高 的 利息 ， 
这 个 数字 仪 仅 是 为 了 便于 计算 ， 我们 完全 可 以 将 其 推广 到 真实 的 利率 ， 倘 
如 6% 或 7%。 同 理 ， 如 果 我 们 假定 本 金 为 至 10 000 的 话 ， 那 么 计算 过 程 中 
的 所 有 数字 都 要 乘 以 10 000 信 。 


在 第 一 年 结束 后 ， 按 100% 的 利率 来 算 ， 我 们 现在 拥有 了 本 金 以 及 相应 
的 利率 至 1]。 也 就 是 说 ， 现 在 的 总 额 高 达 主 2。 现 在 我 们 假设 将 利率 降低 到 
50%， 但 是 每 半年 单独 结算 一 次 。 在 前 半年 结束 后 ， 我 们 得 到 了 50 便士 的 利 
息 ， 总 额 增加 到 至 1.50。 所 以 ， 在 全 年 结束 时 ， 我 们 将 以 这 个 基数 计算 利率 ， 


4 元 1618 年 
约翰 。 皮 内 尔 找到 了 涉及 对 欧 拉 在 对 数理 论 中 使 用 了 符号 &， 
数 的 常数 日 它 有 时 也 被 称 为 欧 拉 数 
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共 得 到 75 便士 的 利息 。 一 年 结束 后 ， 我 们 最 初 的 存款 中 1 增长 到 了 且 2.25 | 

通过 每 半年 计算 一 次 复 利 ， 我 们 得 到 了 额外 25 便士 的 利息 。 虽 然 这 看 起 来 
很 少 ， 但 是 如 果 我 们 投资 了 县 10 000 的 本 金 ， 我 们 最 后 得 到 的 将 是 叱 22 500， 
而 不 是 受 20 000。 通 过 半年 复 利 的 计算 方法 ， 我 们 得 到 了 额外 的 受 2 500。 

但 是 ， 如 果 每 半年 计算 一 次 复 利 可 以 使 我 们 的 本 金 获得 更 多 的 利息 ， 
银行 也 同样 可 以 从 我 们 灾 银 行 的 债务 上 获得 更 多 的 利息 ， 所 以 我 们 一 定 要 
小 心 ! 现在 假设 将 一 年 划分 为 4 个 季度 ， 每 个 季度 的 利率 为 25%。 经 过 类 
似 的 计算 ， 我 们 发 现 本 金 至 1 增加 到 了 呈 2.441 41。 我 们 的 钱 在 增加 ， 对 于 
全 10 000 的 本 金 来 说 ， 如 果 能 进一步 减 小 计算 利息 的 周期 和 利率 ， 我 们 将 


能 获得 更 多 的 利息 . 

我 们 的 钱 会 无 限 增长 下 去 ， 并 使 我 们 变 为 百 万 富翁 吗 ? 如 果 村 于 和 次 加 种 “不 二 和 
我 们 将 一 年 时 间 继 续 划 分 为 越 来 越 短 的 周期 ， 这 个 “极限 过 程 ”- 年 £2.00000_ 
最 终 将 使 本 息 和 停留 在 某 一 个 常数 上 ， 如 下 表 所 示 。 当 然 ， 现 实 于 和 一 一 一 一 225 990- 
中 计算 复 利 的 最 短 周 期 是 每 天 《银行 正 是 这 么 做 的 )。 这 个 过 程 的 月 £261304 
数学 结论 是 ， 这 个 极限 值 数学 家 称 之 为 e ) 是 将 复 利 的 计算 变 得 周 £2.69260 
连续 发 生 时 ， 呈 1 的 本 金 最 后 所 获得 的 本 息 和 。 这 是 个 好 消息 还 是 -一 2457 
坏 消息 呢 ?你 应 该 知道 答案 : 如果 你 是 在 存款 ， 那 么 它 是 好 消息 ， 玫 一 一 一 7 7 828 
如 果 你 欠 银 行 钱 ， 它 就 是 坏 消息 。 这 是 一 个 “e 学习” 的 问题 。 种 £ 2.71 828 


e 的 精确 值 ” 和 7 一样，e 也 是 一 个 无 理 数 ， 因 此 ， 我 们 也 无 法 知道 它 的 
精确 数值 。 将 扩展 到 小 数 点 后 20 位 的 结果 是 2.718 281 828 459 045 235 36… 
如 果 仪 仅 使 用 分 数 ， 并 且 限 定 分 母 和 分 于 都 是 2 位 数 的话 ， 的 最 佳 
近似 是 55 。 有 趣 的 是 ， 如 果 将 分 母 和 分 子 限定 到 3 位 数 ， 则 最 佳 近 似 是 
818 。 第 二 个 分 数 恰 好 为 第 一 个 分 数 的 一 个 回 文 展开 一 一 数学 总 是 习惯 于 


323 
给 我 们 奉 上 一 些小 的 司 喜 。 关 于 e 的 一 个 著名 的 展开 序列 为 : 
Ne | | | | 


十 十 一 -一 Pe 
1 2xl] 3x2x] dx3x2xl Sxdx3x2xl] 


欧 拉 将 6 计算 到 了 小 数 点 后 23 位 ; 太 概 在 同一 翅 未 洲 特 证 明了 是 一 个 8 被 精确 到 了 小 数 点 后 10” 位 
上 时候， 他 发 现 了 着 名 的 欧 拉 公 趟 @*+1=0 超越 数 
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上 式 中 的 阶乘 用 感叹 号 来 表示 更 方便 一 些 。 例 如 ，5!=5x4x3x2x]， 
根据 这 种 表示 法 ，e 可 以 表示 为 我 们 更 熟悉 的 形式 
人 
li 21 3 4! 4! 
因此 ， 数 字 e 看 起 来 应 该 有 一 定 的 模式 。 从 数学 性 质 来 说 ，e 比 x 更 加 “对 
称 ”。 

如 果 你 想 知 道 一 种 记 住 8 的 前 几 位 数字 的 方法 ， 尝 试 一 下 这 个 :“We 
attempt a mnemonic to remember a strategy to memorize this count...”， 每 个 单词 中 
的 字母 个 数 依次 代表 e 中 小 数 点 后 面 的 数字 。 如 果 你 熟悉 美国 的 历史 ， 应 该 
将 e 记 为 “2.7 Andrew Jackson Andrew Jackson”， 因 为 安德鲁 ， 杰 克 逊 (外 号 


“ 老 山 胡 桃 ”) 是 在 1828 年 当选 为 美国 第 7 任 总 统 的 。 有 很 多 帮助 记忆 的 方 


法 ， 它 们 的 趣味 在 于 它们 所 涉及 的 离奇 事物 ， 而 并 非 在 数学 上 有 过 人 之 处 。 


欧 拉 在 1737 年 证 明了 e 是 无 理 数 (而 不 是 分 数 )。1840 年 ， 法 国 数学 
冢 刘 维 尔 证 明了 ee 不 是 任何 2 次 方程 的 解 ， 而 在 1873 年 ， 他 的 同胞 埃 尔 米 
特 ， 开 创 性 地 证 明了 e 是 超越 的 (不 是 任何 代数 方程 的 解 )。 这 里 重要 的 是 
埃 尔 米 特 所 使 用 的 方法 。9 年 之 后 ， 林 德 曼 沿用 埃 尔 米 特 的 方法 证 明了 r 是 
超越 的 ， 而 这 个 问题 显得 更 着 人 注目 。 

昌 的 问题 刚刚 解决 ， 新 的 问题 又 会 接 中 而 来 。& 的 次 竺 也 是 超越 的 
吗 ? 这 个 表述 显得 如 此 怪诞 ， 但 是 还 能 有 什么 更 好 的 表述 呢 ? 它 至 今 仍 未 
饿 户 谨 地 证 明 ， 按 照 数 学 的 严格 标准 ， 它 仍 应 算 作 猜想 。 数 学 家 们 的 证 明 
已 经 很 接近 了 ， 证 明 出 了 它 和 e 的 所 次 寡 不 可 能 同时 都 是 超越 的 。 接 近 了 ， 
但 是 还 不 够 接近 

fr 和 6 之 间 的 关系 非常 令 人 着 迷 ! er 和 x: 的 值 非常 接近 ， 但 是 我 们 很 
容易 证 明 er>me (无 需 精确 计算 它们 的 数值 );。 如 果 使 用 计算 器 算 一 下 ， 你 会 
发 现 它们 的 近似 值 为 ex = 23.140 69，me=22.459 16。 

数字 e* 正 是 我 们 所 知 的 盖 尔 范 德 常数 (名 字源 于 俄国 数学 家 盖 尔 范 


德 )， 并 且 已 被 证 明了 是 超越 的 。 但 是 我 们 对 于 严 却 知之 甚 少 ， 还 没有 人 证 
明 它 是 无 理 数 〈 即 使 它 确实 是 )。 
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e 很 重要 吗 e 主要 出 现在 涉及 增长 的 地 方 。 比如 说 经 济 增长 和 人 口 增 
长 。 与 其 相关 的 还 有 用 e 决 定 曲线 来 描述 放射 性 衰变 ， 

数字 6 也 出 现在 与 增长 无 关 的 地 方 . 蒙特 莫 特 (Pierre Montmort) 在 18 
全 纪 研 究 了 一 个 概率 问题 ， 随 后 对 该 问题 的 研究 推广 开 来 。 简 单 地 说 ，_- 
妍 八 去 吃 午饭， 吃 完 后 要 离开 时 随机 拿 起 一 顶 帽 子 。 那 么 没有 人 拿 到 自己 
帆 子 的 概率 为 多 大 ? 

可 以 证 明 这 个 概率 是 二 《大 约 37%)， 所 以 至 少 有 一 个 人 拿 到 了 他 自己 
帽子 的 概率 为 ] -= (63%)。 这 只 是 它 在 概率 论 中 诸多 应 用 中 的 一 个 。 用 于 
季 述 小 概率 事件 的 泊 松 分 布 是 另 一 个 例子 。 这 些 都 是 较 早 的 应 用 ， 介 还 示 
人 这些。 詹 姆 士 ， 斯 特 林 利用 x 和 e 得 到 了 一 个 对 阶乘 由 的 著名 近似 ， 看 
先 计 学 中 ， 正 态 分 布 的 “ 钟 形 曲线 ”涉及 。 ， 在 工程 学 中 ， 悬 索 桥 缆 索 的 
昌 线 取决 于 e 。 如 此 列举 下 去 的 清单 是 无 穷 无 尽 的 ， 0 

-个 慰 世 骇 俗 的 恒等式 数学 中 最 吸引 人 眼球 的 等 式 也 
涉及 e 。 当 我 们 思考 数学 中 的 著名 数字 时 ， 我 们 会 想到 0 1 
re 以 及 虚数 i= V-1 。 下 面 的 式 子 真 的 成 立 吗 ? 


诬 
i 
es 
eo 

1 人 


e “十 1=0 人 
成 立 ， 这 个 结果 要 归功 于 欧 拉 ， -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 


也 许 ， e 的 重要 性 就 在 于 它 的 神秘 吸引 和 魅惑 六 一代 代 的 数学 家 。 总 0 
而 于 之， 是 无 可 替代 的 ， 不 若 为 何 作家 E.V 怀特 (或许 他 还 有 一 个 笔 
名 ) 要 花费 那么 多 力气 完成 了 一 部 不 含 字 母 e 的 小说， 他 的 《 盖 芯 比 》 
(Gadspy) 确实 就 是 一 部 这 样 的 小 说 。 很 难 相 象 -个 数学 家 想 要 或 是 有 能 力 
与 这 样 一 本 没有 e 的 教科 书 。 


取 自 然 的 数字 
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无 穷 大 是 多 大 ?简单 地 说 ，w ( 表示 无 穷 大 的 符号 ) 非常 大 .。 想象 一 条 由 数学 排 
成 的 吉 线 ， 随 着 数字 不 断 增 大 ， 直 线 一 直 延 伸 下 去 ， 直 至 “消失 在 无 究 ”。 对 于 每 个 
我 们 说 巾 口 的 大 数 ， 比 如 10'”， 总 会 有 比 它 更 大 的 数 ， 例 如 10™ +1。 

这 是 一 个 关于 无 穷 大 的 传统 观念 ， 数 字 会 永和 还 地 增长 下 去 。 数学 中 使 
用 无 穷 大 的 方法 很 多 ， 得 是 如 果 想 把 它 当 作 普 通 数字 来 对 待 ， 你 需要 特别 
谨慎 。 事 实 上 它 并 不 是 一 个 数字 

计数 ”德国 数学 家 康 托 尔 给 了 我 们 一 个 关于 无 穷 大 的 截然 不 同 的 概念 。 
他 所 独创 的 这 个 理论 成 为 了 很 多 现代 数学 的 局 蒙 。 康 托 尔 的 理论 必须 依 于 
一 个 关于 计数 的 原始 理念 ， 这 种 理念 要 比 我 们 日 清 生 活 中 所 使 用 的 简单 得 

假设 有 一 个 对 数 数 一 窖 不通 的 农民 。 他 怎样 知道 自己 有 多 少 头 竺 ? 很 
向 单 当 他 早晨 将 羊 放出 去 的 时 候 ， 他 可 以 用 - 据 石 头 代 表 每 只 羊 ， 这 
样 ， 当 晚上 羊 群 回来 的 时 候 ， 他 可 以 将 羊 和 石 块 相 匹配 ， 如 有 未 少 了 一 头 壮 ， 
则 会 多 出 一 块 石头 。 即 使 没有 使 用 数字 ， 农民 也 数 得 很 精确 。 他 实际 上 使 
用 了 羊 和 石头 之 间 一 一 对 应 的 思想 。 这 种 简单 原始 的 思想 产生 了 一 些 令 人 
惊讶 的 结 米 。 

康 托 尔 的 思想 涉及 集合 ‘简单 地 说 ， 集合 是 一 些 元 素 的 组 合 )。 例 如 ， 
N={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8…} 代表 所 有 ( 正 ) 整数 的 集合 。 当 我 们 拥有 了 集合 ， 
我 们 可 以 继续 谈论 子 集 ， 即 在 较 大 集合 中 的 更 小 的 集合 。 对 于 我 们 刚才 提 

到 的 M， 它 的 最 明显 的 子 集 是 OQ={1, 3, 5, 7,…} 以 太 E={2, 4, 6, 3 它们 


吕 
四 
hs 


亚 里 士 甸 德 拒 绝 承 认 存 在 德 扎 格 在 几何 学 中 
无 窃 大 引入 了 无 穷 的 概念 
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分 别 代表 奇数 集 和 偶数 集 。 如 果 我 们 要 问 : “奇数 集 和 寺 效 集中 的 元 素 个 数 
相同 吗 ? ”应 该 如 何 回答 这 个 问题 ? 尽管 我 们 不 能 分 别 数 出 这 两 个 集合 中 
的 元 紊 个 数 ， 然 后 再 作 比 较 ， 但 是 答案 仍然 是 肯定 的 。 这 个 答案 的 依据 是 
什么 呢 ? 或 许 你 可 以 说 “所 有 数字 中 一 - 半 是 奇数 ， 半 是 偶数 ” 康 托 尔 同 
意 这 个 答案 ， 但 是 却 给 出 了 一 个 不 同 的 理由 。 他 会 说 ， 母 当 我 们 列举 出 
个 奇数 ， 挨 着 它 的 下 一 个 数 必然 是 偶数 。O 和 E 中 具有 相同 元 素 个 数 的 思 
想 是 基于 将 每 个 奇数 和 偶数 配对 得 出 藤 


U: 11357911315 17 19 21 
电 唉 | Ld 和 十 品 大 各 凯 惨 
FE: 2 .46 810 1214 16 18 20 22 


如 末 我 们 继续 问 :“ 所 有 整数 的 个 数 和 偶数 的 个 数 相同 吗 ? ” 溃 汪 应 该 
所 “不 相同 "”， 而 要 问 整 数 集 N 中 的 元 素 个 数 尼 耕 为 个 数 集 E 中 元 素 个 数 
的 两 倍 时 ， 却 会 产生 争论 。 

当 我 们 处 理 有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 时 ,“ 更 多 ”的 说 法 总 是 让 人 感 党 
模 术 两 可 。 我 们 可 以 使 用 一 一 对 应 的 思 相 里 好 地 处 理 它们 。 邻 人 惊讶 的 是 ， 
在 整数 集 N 和 偶数 集 E 之 间 也 存在 着 一 一 对 应 的 关系 


N: 1 23456 7 8 9 10 1] 

三 者 硒 于 雪 星 过 天 过 午 地 

We 

帆 量 三 Li, 叶 得 | 前 堆 井 蝇 

E: 2 46 810 12 14 16 18 20 22 
我 们 得 到 了 一 个 令 人 震惊 的 结论 ， 所 有 的 整数 和 所 有 的 偶数 总 数 是 相 
同 的 ! 这 在 古 希 腊 人 宣称 的 “共同 概念 ”面前 无 可 厚 非 ， 而 在 欧 几 里 得 所 

所 与 的 Elements (《 几 何 原本 》) 中 说 道 :“ 总 体 总 昨 要 比 吊 仓 大 的 。” 

势 ”集合 中 元 素 的 个 数 称 为 它 的 “ 势 "， 在 羊 群 的 例子 里 ， 农 民 记录 下 
米 的 势 是 42。 集 合 { a, b,c, qd, e} 的 势 是 5， 记 为 cardfa bcad e} = 5。 因 
此 ， 努 是 用 来 衡量 集合 的 “大 小 ”的 。 对 于 所 有 整数 的 集合 N， 以 及 任何 


20 世纪 60 年 代 


约翰 。 沃 利 斯 是 第 一 个 使 用 “ 同 康 托 未 非常 严谨 地 对 待 无 穷 ， 亚 介 拉 罕 ， 罗 宾 避 基于 无 穷 小 的 
心 结 ”符号 二 表示 无 穷 的 人 他 具体 说 明了 不 同 阶 的 无 穷 概念 误 计 出 一 种 非 标 准 算术 系统 


28 | 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


可 以 和 尼 建 立 一 一 对 应 关系 的 集合 ， 康 托 尔 使 用 符号 Mo 表示 它们 的 势 (六 
或 “aleph” 源 于 希 伯 来 字母 表 ， Mo 读 作 “aleph 零 ”)。 所 以 ， 在 数学 语言 
中 ， 我 们 可 以 写作 card(N)=card(O)=card(E)= Wo。 

任何 可 以 和 NN 产生 一 一 对 应 关系 的 集合 称 为 “可 数 无 穷 ” 集 。 一 个 集 
合 是 可 数 无 穷 的 ， 意 味 着 我 们 可 以 将 它 的 元 素 做 成 一 个 列表 。 人 例如， 奇数 
集 的 元 素 列表 为 1，3，5，7，9… 并 且 我 们 知道 第 一 个 元 束 是 什么 ， 第 二 个 
元 素 是 什么 ， 以 此 类 推 ， 

分 数 是 可 数 无 穷 的 吗 ”分 数 构成 的 集合 Q 要 比 集合 N 大 ， 因 为 N 可 以 


1 -12 -23 -34.. 
1 二 计生 于 委 了. 被 认为 是 Q 的 一 个 子 集 。 我 们 能 否 将 Q 中 的 所 有 元 素 列 为 一 个 列表 ? 我 们 
| .1 2 .2 4 4 能 香 设 计 一 个 列表 ， 使 得 每 个 分 数 〈 包 括 负数 ) 的 位 置 可 以 被 预测 ? 想 要 
i 33 33 33 让 这 么 大 的 一 个 集合 和 整数 集 N 之 间 建 立 一 对 一 的 关系 似乎 是 不 可 能 的 。 
1 了 3 了 5 三 2 然而 事实 上 是 可 以 做 到 的 。 
1 2323334. 我 们 要 以 二 维 的 思维 来 思考 这 个 问题 。 首 先 ， 我 们 在 第 一 行 以 正 负 交 
. .， .. . ， 错 的 形式 写 下 所 有 整数 。 然 后 ， 在 下 一 行 写 下 所 有 分 母 为 2 的 分 数 ， 但 是 
我 们 省 去 了 那些 已 经 在 第 一 行 中 出 现 过 的 数字 (例如 9 =3)。 在 接 下 来 一 
行 里 ， 我 们 写 下 所 有 以 3 为 分 母 的 分 数 ， 同 样 地 ， 要 省 去 已 经 写 下 的 数字 。 
3 我 们 以 这 种 方式 一 直 写 下 去 ， 当 然 永 远 也 不 会 有 尽头 ， 但 是 我 
3 A AZ A 们 可 以 精确 地 知道 每 个 分 数 会 出 现在 这 个 图 表 的 什么 位 置 。 例 
1 8 7 1 x2 如 ， 如 > 出 现在 第 67 行 ， 十 右边 第 200 个 位 置 左右 。 
9 / Pr pe 2 ee 通过 以 这 种 方式 陈列 所 有 的 分 数 〈 至 少 是 潜在 的 )， 我 们 
so 0 0.. 可 以 构建 一 个 一 维 的 列表 。 如 果 我 们 从 第 一 行 开始 往 右 数 ， 我 
pe 们 永远 到 达 不 了 第 二 行 。 但 是 ， 通 过 选择 一 个 曲折 的 锯齿 形 
0 ” “ “路 线 ， 我 们 可 以 达到 目标 。 从 1 开始 ， 如 此 构造 线性 序列 : 
8 1，-1， 方 ， 古 ， 一 上 ，2，-2… 按 照 销 头 方向 一 直 进行 下 去 。 


每 个 分 数 ， 不 管 是 正 数 还 是 负数 ， 总 会 在 这 个 线性 列表 中 出 现 ， 反 过 来 说 ， 
列表 中 的 位 置 一 一 对 应 着 二 维 列表 中 的 分 数 。 因 此 ， 我 们 可 以 得 到 结论 ， 
分 数 集 Q 是 可 数 无 穷 的 ， 记 作 card(Q)= Mo。 


将 实数 集 列 表 尽管 分 数 集 占 据 了 实数 集 的 很 多 元 素 ， 但 是 还 有 一 些 


实数 ， 例 如 V2 、e 以 及 天 并 不 是 分 数 。 它 们 都 是 无 理 数 ， 它 们 “填充 了 那 
些 空隙 ”， Er 


~ A.) 


= -2 

通过 填充 这 些 空 际 ， i "a i i a 
数列 成 一 个 列表 呢 ? 通过 一 个 绝妙 的 想法 ， 康 托 尔 证 明了 连 试图 将 0 和 ] 
之 间 的 实数 列 为 一 个 列表 都 注定 是 不 可 能 的 。 这 无 疑 沉 重地 打击 了 那些 已 
经 沉溺 于 构造 列表 的 人 们 ， 他 们 肯定 想 要 知道 一 个 数字 的 集合 如 何不 能 一 
个 接 一 个 地 写 下 来 。 

假设 你 不 相信 和 康 托 尔 的 结论 。 你 知道 0 和 1 之 间 的 每 个 实数 都 可 以 
表示 成 延伸 的 小 数 形式 ， 例 如 ，1/2=0.500 000 000 000 000 000 0.…， 一 


=0.318 309 886 183 790 671 53… 等 。 你 得 对 康 托 尔 说 “这 便 是 我 对 0 和 1 
之 间 所 有 实数 的 列表 , ”我 们 称 其 为 ,有 ,及 …。 如 果 你 制作 不 出 
这 样 的 列表 ， 那 么 康 托 尔 就 是 对 的 。 
想象 康 托 尔 看 了 一 下 你 的 列表 ， 然 后 ， 他 将 对 角 斜 线 上 数字 标记 为 粗 体 

ri: 0.0maddd 

ry: 0.b bbbbe 

3: Qc CC Cs ** 

rs: Od dd dd 
接 看 ， 康 托 尔 会 说 :“ 好 吧 ， 但 是 数字 x=:0.xyxxyxox… 在 哪儿 呢 ? 其 中 ，x 
不 等 于 ql， 不 等 于 b,， x 不 等 于 c;， 沿 对 角 线 方向 依次 类 推 6.” 他 说 的 这 
个 x 和 你 列表 中 的 所 有 数字 都 有 一 位 不 相同 ， 所 以 它 必然 不 在 这 个 列表 中 ，。 
康 托 尔 是 正确 的 。 


事实 上， 实数 集 R 不 可 能 构造 出 任何 的 列表 。 因 此 ， 它 是 一 个 “更 大 ” 


的 无 穷 集 ， 比 无 穷 集 分 数 集 Q 具有 “更 高 级 别 的 无 穷 "。 真 是 大 无 止境 。 


尤 穷 之 汶 


07 无 穷 大 


30 你 不 可 不 知 的 50 小 数学 知识 


应 数 


我 们 当然 可 以 会 空 构想 数字 . 有 时 我 会 想象 我 的 银行 户头 里 有 100 万 存款 党 无 
疑问 ， 这 只 是 一 个 “ 虚 ” 的 数字 ， 但 是 . 数学 中 使 用 的 虚数 与 这 种 白 日 做 梦 毫 无 关 


一 般 认 为 ,“ 虚 ” (imaginary) 这 个 词 的 使 用 源 于 哲学 家 和 数学 家 和 负 
攻 儿 ， 以 辩 识 某 些 方程 得 到 的 非 普通 数 的 解 ， 那么 ， 虚 数 究竟 是 否 真 的 存 
在 呢 ? 这 是 一 个 哲学 家 们 和 且 思 索 的 问题 ， 他 们 关注 的 对 象 是 “ 虚 ” 这 个 
同根 。 而 对 于 数学 家 来 说 ， 虚数 的 存在 并 没有 什么 可 疑问 的 。 它们 已 经 成 
为 日 常生 活 中 的 一 部 分 ， 就 像 5 和- 梓 。 当 你 去 商店 买 东西 时 ， 你 可 能 
用 不 着 虚数 ， 介 是 去 问 下 那些 飞行 器 设计 师 或 电子 工程 师 ， 你 就 会 知道 
它们 有 多 人 么 重要 了 。 将 一 个 实数 和 一 个 虚数 相 加 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 “ 复 
数 "， 这 个 词 乍 听 起 来 应 该 不 会 产 让 哲学 上 的 分 歧 。 复 数理 论 开始 于 一 的 
下 方 根 。 那 么 ， 什 么 数 平方 后 可 以 得 到 -] 呢 ? 

如 果 将 任何 非 0 数 与 它 自身 相 乘 (即将 其 平方 )， 结 果 总 是 一 个 正 数 ， 
这 点 对 于 正 数 的 平方 来 说 训 无 疑问 是 正确 的 ， 但 是 对 于 负数 的 平方 也 适用 
号 ?7 我们 可 以 举 -1X-1 为 例 。 印 使 我 们 已 经 忘记 了 学 校 学 到 的 “ 负 负 相 乘 
得 正 ” 的 运算 法 则 ， 我 们 也 应 该 仍 记 得 答案 不 是 -] 就 是 +1 如 果 我 们 假 
芭 -1X-1l 等 于 -1， 我 们 可 以 将 两 边 同 除 以 -1 从 而 得 到 结论 -1=1， 这 
个 结果 显然 剖 无 意义 。 则 我 们 必须 得 出 结论 -1Xx-1=1. 该 推论 同样 适用 于 
除 -1 之 外 的 其 他 任何 负数 ， 因 此 ， 平方 一 个 实数 时 ， 结 果 永 远 不 可 能 是 


全 的 。 
公元 1572 年 7 和 


拉 斐 罗 * 邦 别 利 在 计算 中 使 用 了 罗拉 第 一 次 使 用 符号 i 
虚数 来 表示 -1 的 平方 根 
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这 是 16 世纪 中 复数 研究 早期 的 一 个 关键 点 。 当 它 被 克服 以 
后 ， ppp f 通 数字 的 束缚 中 解放 出 来 ， 并 开启 了 许多 以 前 工程 中 的 v 一 1 . 
做 梦 都 不 敢 想象 的 新 领域 。 复 数理 论 的 发 展 是 “对 实数 理论 的 


使 这 些 偏 局 
一 个 补充 ” 从 而 形成 一 个 更 完美 的 体系 。 ee 也 ,发 现 


_1 的 平方 根 ”我们 已 经 看 到 ， 如 果 仅 限于 实数 轴 ， 我 们 将 了 复数 的 巨大 用 处 。 当 迈克 上 
永远 找 不 到 -1 的 平方 根 ， 因 为 任何 数 的 平方 都 是 非 负 的 。 如 条 尔 。 法 拉 第 在 19 世纪 30 年 
继续 仅仅 考虑 实数 轴 上 的 数字 ， 我 们 不 如 就 此 放弃 ， 继 续 称 之 代 发 现 了 交流 电 时 ， 座 数 


为 虚数 ， 然 后 和 哲学 家 们 喝 茶 去 ， 继 续 对 它们 无 能 为 力 。 或 者 ， 得 到 了 物理 中 的 应 用 。 在 。 
这 里 ， 字 母 j] 代 兰 了 i 表示 : 


- | i| | 9| J 1 .人 Ep 1 ET i 和 | 

我 们 也 可 以 大 胆 地 接受 V_1 作为 一 个 新 的 实体 ， 和 表示 为 i 一 一， 因为 1 已 被 用 来 表示 | 

一 -2 一 】 0 | + 3 3 i 和 于 2 
通过 这 一 简单 的 精神 上 的 举动 ， 虚 数 便 存在 了 。 它 们 大 :什么 我 们 并 不 
知道 ， 但 是 我 们 相信 它们 存在 。 至 少 我 们 知道 已 =-1。 因 此 ， 在 我 们 新 的 


数字 体系 里 ， 我 们 拥有 那些 以 前 的 老 朋 友 们 ， 如 实数 1，2，3, 4, NR，®©， 
厅 和 要， 以 及 一 些 新 的 涉及 i 的 数 ， 如 1142i,，-3+i,，2+3i,，1+1 2， 
V3 +2i, e + 

这 是 数学 史上 非常 重要 的 一 步 ， 发 生 在 19 时 期 初 前 后 ， 从 此 以 后 ， 我 
们 逃离 了 一 维 数 轴 的 限制 ， 进 入 上 个 新 的 陌生 的 二 维 数 半 和 耐 。 

加 法 和 乘法 “既然 我 们 的 头脑 里 已 经 有 了 复数 的 概念 ， 即 那些 形 如 
a+bi 的 数 ， em Ee 它们 作 些 什么 呢 ? 正 如 实数 一 样 ， 它们 也 可 以 被 
相 加 和 相 乘 。 对 于 加 法 ， 我 们 可 以 将 它们 四 各 部 分 分 别 相 加 。 因 此 ，2+31 
和 8+4i 相 加 得 (248) + (3+4) 1， 即 10+7i 

乘法 也 同样 直截了当 。 如 果 我 们 想 要 计算 2+31 下 以 8+4i， 我 们 首先 将 
每 一 对 符号 都 相 乘 


1806 年 1811 年 1837 年 


阿 网 对 复数 的 图 表 表 示 高 斯 对 复数 变量 的 出 哈密 顿 将 复数 看 作 是 
法 被 称 为 门 闪 苇 数 进 行 了 研究 有 序 的 实数 对 
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(2+3Dx(8+4iD=(2x8)+(2x4i)HG3ix8)+H(3ix 4i) 


然后 将 计算 出 的 各 部 分 结果 ，16， 8j，24i 以 及 12i 加 起 来 ‘在 最 后 一 项 
里 ， 我 们 将 用 -1 代替 说)， 磁 法 的 最 终结 果 为 (16-12) + (8i+24i) 即 复 
数 4+32j 。 


对 于 复数 来 说 ， 所 有 的 普通 算术 法 则 仍然 满足 。 减法 和 除法 也 都 适用 
( 除 复 数 0+0i 外 ， 其 实在 实数 中 0 也 同样 不 允许 被 用 作 除 数 )。 事 实 上 ， 阶 
有 一 点 外 ， 所 有 的 实数 性 质 都 适用 于 复数 ， 堵 就 是 ， 我 们 不 能 像 实数 那样 
把 数 分 为 正 数 和 负数 ， 


阿 干 特 图 我 们 可 以 将 二 维 复数 表示 在 一 张 图 上 ， 从 而 清楚 地 看 到 它 

人们。 复数 -3+i 和 1+2i 可 以 画 在 一 个 称 为 阿 干 特 图 的 图 上 ， 这 种 用 图 表示 复 

2 - 数 的 方法 是 根据 瑞士 数学 家 琼 。 罗伯特 . 阿 干 特 而 命名 的 ， 尽 管 当时 还 有 
ee 些 其 他 类 似 的 表示 法 。 

“| 每 个 复数 都 有 一 个 “配偶 ”， 学 术 名 称 为 它 的 “ 共 示 ”。 1+421 
的 共 珀 是 1-2i， 可 以 通过 直接 将 它 第 2 项 的 符号 反 过 来 得 到 。 而 1-2i 的 共 
亏 是 1+2i， 可 见 他 们 确实 是 一 对 一 的 “配偶 ” 关系 。 

将 一 对 共 斩 复 数 相 加 或 相 乘 得 到 的 结果 永远 是 一 个 实数 ， 在 上 面 的 例 
于 里 ，1+2i 和 1-2i 相 加 得 2， 相 丑 得 5， 对 于 乘法 来 说 更 加 有 趣 ， 因 为 答 
案 5 是 复数 1+2i 的 “长 度 ” 的 平方 ， 而 这 个 长 度 和 它 的 共 斩 的 长 度 相 同 。 
反 过 来 ， 我 们 可 以 将 复数 的 长 度 定义 为 


的 长 度 =Vwxw 的 共 斩 
用 -3+i 检验 一 下 ， 我 们 得 到 (3+i) 的 长 度 为 J( 一 3+i) x (3-i) =V 9+1， 因 此 
(-3+ 计 的 长 度 为 V10。 

将 复数 理论 同 神秘 主义 分 离 主要 归功 于 威廉 。 卢 云 。 哈密 顿 ，19 世纪 
爱尔兰 最 杰出 的 数学 家 。 他 发 现 这 个 理论 实际 上 并 不 需要 jL 它 的 作用 仅仅 
是 一 个 占 位 符 ， 完 全 可 以 被 消 掉 。 哈密 顿 考虑 将 复数 看 作 一 个 实数 的 “有 
序 对 ”(a, b)， 它 们 具有 二 维 的 属性 ， 从 而 不 再 出 现 神秘 的 VCI 。 没 有 了 i， 
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加 法 变 成 了 
(2, 3)+ (8, 4)= (10 7) 
而 乘法 ， 或 许 没 那么 明显 ， 变 成 了 
(2, 3)X(8, 4)= (4, 32) 
当 我 们 考虑 所 谓 的 “n 次 单位 根 ” 时 (对 于 数学 家 来 
说 ,“ 单 位 ”意味 着 “一 ”)， 复 数理 论 的 完备 性 就 显得 更 加 


清晰 了 。 它 们 是 方程 2 =1 的 根 。 让 我 们 举 z=1 为 例 。 在 we | 

实数 轴 上 有 两 个 根 z=1 和 z=-1 (因为 =1，(-1y = 1)， -% 

但 是 显然 总 共有 6 个 根 ， 其 他 的 根 在 哪里 呢 ? 就 像 这 两 个 实 。 3........ 

数 根 一 样 ， 所 有 的 6 个 根 都 具有 单位 长 度 ， 并 且 分 布 在 以 原 四 

点 为 中 心 ， 半 径 为 单位 长 度 的 圆 上 。 We 本 
还 有 更 多 的 结论 。 如 果 看 一 下 落 在 第 一 象限 里 的 根 ee 


w = 于 + 3.1， 你 会 发 现 接 下 来 的 根 按 照 逆 时 针 方向 ) 分 


别 是 w ww ww =1， 它 们 分 别 坐 落 在 正六 边 形 的 顶点 上 ， 
一 般 地 ，n 次 单位 根 都 会 落 在 单位 圆 上 ， 并 目 分 别 是 正 n 边 形 的 nn 个 顶点 ， 


复数 扩展 一 旦 数学 家 们 拥有 了 复数 ， 他 们 使 本 能 地 想 要 将 其 推广 ， 
复数 是 二 维 的 ， 但 是 2 有 什么 特殊 之 处 呢 ? 哈密 顿 花 了 很 多 年 寻找 构建 三 
维 数 对 的 方法 ， 最 终 找 到 了 一 种 将 其 相 加 和 相 乘 的 方式 ， 但 是 他 的 成 功 最 
终 停 留 在 了 四 维 数 对 上 。 不 久之 后 ， 这 些 四 维 数 对 由 它们 自身 扩展 到 了 八 
维 数 对 [ 称 为 凯 莱 《Cayley) 数 ]。 很 多 人 想 要 知道 这 个 故事 是 否 能 继续 延 
伸 到 十 六 维 数 对 一 一 但 是 ， 直 到 哈密 顿 的 壮举 50 年 后 ， 它 最 终 被 证 明 是 不 
可 能 的 。 


不 臭 实 的 数字 ， 真 实地 使 用 
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硕 关 


效 学 是 一 门 浩瀚 的 学 科 ， 遍 布 于 人 类 活动 的 各 个 领域 ， 它 经 常会 带 着 一 种 压倒 一 
臣 的 气 舅 出现。 而 有 的 时 候 ， 我 们 又 需要 回归 基础 。 这 无 疑 意味 着 要 回 到 那些 简单 的 
数字 1，2，3，4，5$，6，7，8，9，10，11，12，… 上 ， 我 们 从 它们 身上 能 得 到 一 此 
更 加 基础 的 东西 吗 ? 


4=2 关 2， 由 此 我 们 可 以 将 其 拆 分 为 两 个 基本 成 分 的 乘积 。 那 么 ， 我 
们 可 以 同样 地 拆 分 其 他 数字 吗 ? 事实 上 ， 这 里 有 更 多 的 例子 ， 6=2 Xx3， 
8=2X2X2，9=3X3，]10=2X5，]12=2Xx2X3。 这 些 数字 被 称 为 合 数 ， 因 为 
它们 是 一 些 更 基本 数字 2，3，5，7，… 的 乘积 。 而 那些 “不 可 拆 分 ”的 数 
子 2，3，5，7，11，13，… 被 称 为 质数 ， 或 素数 。 质 数 是 只 可 被 1 和 它 自 
导 所 整除 的 自然 数 。 你 或 许 想 知 道 1 本 身 是 不 是 质数 。 根据 上 边 的 定义 ， 
它 应 该 是 的 ， 事 实 上 ， 过 去 许多 杰出 的 数学 家 们 都 把 1 作为 质数 对 待 ， 但 
是 现代 的 数学 家 们 把 2 作为 质数 的 开始 。 这 使 得 很 多 优雅 的 理论 得 以 诞 牛 。 
在 这 里 ， 我 们 也 同样 把 2 作为 第 一 个 质数 。 

对 于 者 些 初中 的 日 然 数 ， 我 们 可 以 将 那些 质数 用 下 划 线 标记 出 来 : 1， 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 
20，21，22，23，… 对 于 质数 的 研究 将 我 们 带 回 到 了 基础 中 的 基础 。 质 数 
是 非常 重要 的 ， 因 为 它们 是 数学 中 的 “原子 ”。 就 像 所 有 的 化 学 复合 物质 都 
让 由 基本 的 化 学 元 素 组 成 的 ， 在 数学 里 ， 这 些 基 本 的 质数 可 以 通过 被 此 相 
乘 构 建 出 合 数 。 

个 巩 国 本 数学 根基 的 重要 结论 是 “质数 的 唯一 分 解 定理 ”， 这 是 一 个 
非 沉 啊 腕 的 名 字 ， 这 个 定理 是 说 ， 所 有 大 于 1 的 整数 都 只 能 被 唯一 地 分 解 
成 质 因 数 的 乘积 。 我 们 可 以 看 到 12 可 以 被 分 解 为 12=2X2X3， 而 且 没 有 其 


公元 前 300 年 公元 表 230 年 ， 


欧 几 里 得 在 < 几何 原本 》 中 给 出 埃 拉 托 色 尼 描 述 了 一 种 从 所 有 
了 有 无 穷 多 个 质数 的 证 明 整数 中 第 出 质数 的 方法 


他 的 质 因数 分 解 方式 。 这 种 分 解 经 党 被 写 为 指数 形 
式 : 12=22:Xx3, 全 和 尝 态 外 一 个 例子 ，6 545 448 aJ BL Tr 
被 分 解 为 2: x3;x7x1]13X37。 


了 找 质 数 ”遗憾 的 是 ， 并 没有 什么 可 依循 的 公 | 
下 来 判定 一 个 数 是 否 为 质数 ， 而 目 ， 者 整数 序列 中 质 | 
数 的 出 现 似 乎 也 并 无 规律 可 循 。 早 期 的 子 找 质数 的 方 
法 之 一 是 由 一 个 与 阿 基 米 德 身 处 同时 1 的 年 轻 人 发 明 | 
的 ， 这 个 年 轻 人 名 叫 埃 拉 托 斯 特 尼 ( Erastosthenes )， 
他 一 生 中 的 大 部 分 时 间 都 在 雅典 度 过 也 关于 赤道 长 
度 的 精确 计算 ， 使 得 他 在 那个 年 代 备 受 人 人们 等 扬 。 而 [一 
如 今 他 被 世人 所 注意 是 由 于 他 寻找 质数 的 第 法 。 挨 拉 | 9 
托 斯 特 尼 想 象 将 自然 数 铺展 在 他 面前 . 他 首先 在 2 下 面 划 线 ， 然 后 将 所 有 2 
的 倍数 剔除 出 去 。 接 着 ， 他 在 3 下 面 划 线 ， 六 把 所 有 3 的 傍 数 剔除 出 去 。 以 
这 种 方式 继续 下 去 ， 他 筛 掉 了 所 有 的 合 数 ， 剩 下 的 划 线 的 数字 便 是 质数 、 

内 此 我 们 可 以 预测 质数 ， 但 是 我 们 如 何 来 判定 个 数 是 否 是 质数 呢 ? 
例如 19 071 或 19 073? 除了 质数 2 和 之 外 ， 其 他 所 有 质数 应 该 以 1，3， 
7 或 9 作为 个 位 ， 但 是 这 个 条 件 并 不 足以 使 得 这 个 数 是 质数 。 如 果 不 去 尝试 
可 能 的 因数 分 解 ， 很 难 判定 一 个 很 大 的 以 1，3. 7 或 9 作为 个 位 的 数 是 否 
在原 数 。 顺 便 说 一 下 ，19 071=32X13X163， 不 是 质数 但 是 19 073 是 一 
个 质数 ，。 

刃 一 个 挑战 是 探索 质数 的 分 布 是 否 具 有 一 定 的 横 式 或 规律 。 让 我 们 看 
看 1 和 1 000 之 间 每 一 个 以 100 为 单位 的 区 间 中 有 多 少 个 质 数 。 

区 加 
质数 个 数 


201 400 


a01 #400 40] 500 


17 


0] 800 | 601 700 | 70] 800 


| 1000 


1792 年 ， 年 仅 15 岁 的 卡尔 。 弗 雷 德里 希 。 离 斯 提出 了 一 个 公式 P(n)， 
几 于 信 计 小 于 一 个 给 定数 的 质数 的 个 数 ( 这 个 公式 如 今 被 称 为 质数 定 
1896 年 


可 德 巴 严 猜 测 所 有 大 于 2 的 情 关于 质数 分 布 的 质数 陈景润 几乎 证 实 了 哥 
数 都 可 表述 为 两 个 质数 的 和 定理 被 证 明 全 巴赫 猜想 
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理 )。 对 于 n=1 000， 由 公式 算出 的 估计 值 为 172， 而 实际 的 质数 个 数 为 
168， 村 比 佑 计 值 小 一 些 。 人 们 曾经 一 直 认为 ， 对 于 所 有 的 于 实际 值 都 会 
比 信 计 值 小 。 但 是 ， 质 数 中 总 是 蕴藏 着 一 些 惊喜 ， 我 们 已 经 能 看 到 ， 对 于 
n=10 ”一 个 非常 大 的 数 ， 需 要 在 1 后 边 写 371 个 0)， 质 数 个 数 的 实际 值 
大 于 估计 值 事实 上 ， 在 自然 数 的 一 些 区 间 里 ， 实 际 值 和 估计 值 之 间 的 差 
别 在 大 于 和 小 于 之 间 来 回 振 荡 。 
质数 有 多 少 ”质数 的 个 数 是 无 穷 多 的 。 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 } 
(Elements) (第 9 册 ， 命 题 20) 中 陈述 到 : “素数 的 个 数 要 超过 任何 一 个 我 
们 可 以 指定 的 数 .” 欧 几 里 得 的 巧妙 证 明 如 下 : 
假设 到 最 大 的 质数 ， 我 们 者 虚数 N=(2x3x5x*…xP)+1。 那 么 N 究 
竟 是 不 是 质数 。 如 果 N 是 质数 ， 那 么 我 们 便 构 建 了 一 个 大 于 PP 的 质数 ， 
这 与 我 们 先前 的 假设 相 矛 盾 。 如 果 六 不 是 质数 ， 那 么 它 必 然 可 以 被 某 
些 质 数 整 除 ， 不妨 记 为 p， 它 是 2，3，5…，P 吕 其 中 一 个 。 这 意味 着 上] 
可 以 整除 NN-(2x3x5x*…xP)。 但 是 这 个 数 等 于 1， 也 就 是 说 p 可 以 整除 
1。 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 所 有 的 质数 都 大 于 1。 所以， 不 论 和 N 是 否 为 质 
数 ， 我 们 都 得 到 也 盾 的 结果 。 因 此 ， 我 们 最 初 的 存在 一 个 最 大 质数 PP 
的 假设 是 不 成 立 的 。 结 论 : 质数 的 个 数 是 无 穷 多 的 。 


尽管 质数 “延伸 到 无 穷 大 ”， 但 是 这 个 事实 并 没有 阻挡 人 们 继续 努力 寻 
找 已 知 最 大 的 质数 。 最 近 的 记录 保持 者 是 庞大 的 梅森 质数 2* 写 汪 _]， 近 亿 
等 于 7.236X10“ (或 者 七 万 亿 )。 

未 知 的 质数 ”两 个 关于 质数 的 非常 著名 的 未 解 之 迹 是 “双生 质数 问题 ” 
以 及 着 名 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ” 

双生 质数 是 指 一 对 仅仅 由 一 个 偶数 隔 开 的 相 邻 质数 。1 到 100 之 间 的 
双生 质数 依次 是 3，5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31; 41, 43: 59,61: 
71，73。 我 们 已 经 知道 小 于 10 ”的 双生 质数 总 共有 27 412 679 对 。 这 意味 
着 双生 质数 之 间 的 偶数 , 例如 12 (在 双生 质数 11 和 13 之 间 )， 仅 仅 占 这 个 
范围 内 所 有 数 的 0.274%。 那 么 ， 双 生 质 数 有 无 穷 多 对 吗 ? 如 果 不 是 的 话 ， 
将 是 很 有 趣 的 一 件 事 ， 但 是 迄今 为 止 还 没有 人 能 对 此 作出 证 明 。 

可 德 巴 赫 猜 起 : 

任何 一 个 比 2 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 两 个 质数 的 和 。 


例如 ，42 是 一 个 偶数 ， 它 可 以 表示 
为 5+37。 事 实 上 ， 除 此 之 外 ， 我 们 还 可 
以 将 其 表示 为 11+31，13+29 或 者 19+23， 
但 是 我 们 需要 的 仪 仅 是 一 种 表示 方式 。 
这 个 猜想 对 于 很 大 范围 内 的 数 都 是 适用 
的 ， 不 过 还 没有 人 能 给 出 证 明 。 尽 泄 如 
此 ， 我 们 还 是 取得 了 一 些 进展 ， 一 些 人 
感觉 将 其 证 明 已 经 指日可待 了 。 中 国 数 
学 家 陈景润 迈 出 了 非常 重要 的 一 步 ， 他 
的 定理 中 陈述 了 每 个 足够 大 的 侦 数 都 可 
以 表示 为 两 个 质数 的 和 ， 或 者 一 个 质数 
和 一 个 半 质 数 《 两 个 质数 的 乘积 ) 的 和 。 

伟大 的 数字 理论 家 费 马 证 明了 形 如 
4k+1 的 质数 可 以 唯一 地 表示 为 两 个 数 
的 平方 和 (例如 ，17=1+4)7。 而 那些 形 
如 4k+3 的 质数 (例如 19) 不 可 能 表示 
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数字 命理 学 家 的 数字 


数字 理论 中 一 个 非常 具有 挑战 性 的 问题 是 “ 华 林 
问题 "”。1770 年 ， 剑 桥 大 学 教授 华 林 提 出 了 将 整数 分 
解 为 知之 和 的 问题 。 在 这 个 框架 中 ， 数 字 命 理学 中 的 
注 坟 是 以 质数 、 平 方 和 以 及 立方 和 的 形式 与 数学 中 的 
“临床 科学 ” 相 过 的 。 在 数字 命理 学 中 ，666 被 认为 
是 无 以 伦比 的 “ 那 教 数字 "”,， 《圣经 启示 录放 中 称 之 为 
“ 怪 普 之 数 "”， 它 有 着 一 些 让 人 吃惊 的 性 质 。 它 是 前 7 
个 质数 的 平方 和 : 


666 一 2 二 3 和 二 7 十 113 二 1 天 


数字 命理 学 家 们 也 迫不及待 地 指出 了 它 是 回 文 立 
方 数 的 和 。 如 果 这 还 不 够 的 话 ， 分 解 式 中 间 最 重要 的 
一 颈 是 和 右 ， 即 6x6x6 的 简写 。 


666=13+23+3t tO + 4 +3 2 十 | 


毫 无 疑问 ， 数 字 666 确实 是 “数字 命理 学 之 数 "。 py 


为 两 个 数 的 平方 和 。 拉 格 关 日 〈Joseph ee 
Lagrange) 也 证 明了 一 个 关于 平方 的 著名 

数学 定理 ;任何 一 个 正 整数 都 是 4 个 数 的 平方 和 。 例 如 ，19=1T+1+1 +4 。 
更 高 阶 的 指数 也 已 经 被 探索 过 ， 书 本 中 到 处 都 是 关于 它们 的 理论 ， 但 是 很 
多 问题 还 有 竺 解决 。 

我 们 将 质数 描述 为 “数学 中 的 原子 ”。 但 是 “显然 地 ”， 你 可 以 说 ,“ 物 
理学 家 们 找到 了 比 原子 更 加 基础 的 粒子 ， 例 如 夸克 。 那 么 ， 数 学 就 停 在 这 
里 了 吗 ?”” 如 果 我 们 将 自己 限定 在 自然 数 范围 里 ，5 是 一 个 质数 ， 并 且 永 
远 都 有 是。 但 是 ， 高 斯 得 出 了 一 个 意义 深远 的 结论 ， 对 于 某 些 质数 ， 例 如 5， 
5=(1-20X(1+20， 其 中 i= V-1， 来 自 于 虚数 系统 。 由 于 可 以 分 解 为 两 个 高 斯 
整数 的 乘积 ，5 和 其 他 类 似 的 数字 便 不 再 像 以 前 一 直 认 为 的 那样 不 可 拆 分 。 


类 4 学 的 诛 于 


a 
ee er 
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0 ”完全 数 


在 数学 中 ， 追 求 完 美的 野心 在 很 多 地 方 都 有 所 体现 。 我 们 知道 有 完全 平方 数 ， 
但 是 这 里 对 这 个 词 的 使 用 似乎 缺少 一 种 美感 ， 它 更 多 的 是 告诫 你 ， 还 存在 不 完全 平方 
效 。 在 为 一 方面 ， 一 些 数 有 着 很 少 的 因子 ， 而 另 一 些 数 有 非常 多 的 因子 。 但 是 。 就 像 
3 只 小 能 的 故事 一 样 ， 有 些 数 是 “恰好 合适 ”的 。 当 一 个 数 的 因子 之 和 等 于 这 个 数 本 
和 届时， 它 便 被 称 为 完全 数 ， 


和 布 脂 哲 学 家 斯 伯 西 波斯 从 他 的 叔叔 柏拉图 手中 接管 了 学 院 。 他 宣称 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 坚 信 数 字 10 具有 作为 完全 数 的 证 据 。 原 因 在 于 1 到 10 之 间 
的 质数 《分 别 是 2，3，S，7) 的 个 数 等 于 非 质 数 (4，6，8，9) 的 个 数 。 
和 而 且 ， 它 是 具有 该 性 质 的 最 小 的 数 。 一 些 人 对 于 完全 确实 有 着 奇怪 的 理解 ， 


似乎 毕 达 妈 拉 斯 学 派 们 对 于 完全 数 有 一 个 更 加 合理 的 概念 。 欧 几 里 得 

在 《几何 原本 》 中 定义 了 完 .全数 的 数 子 性质， 市 400 年 后 ， 尼 科 马 修 斯 对 

Er 六 更 加 深入 的 人 研究， 从 而 产生 了 亲 和 数 和 孤立 数 的 概念 。 这 些 分 类 

是 根据 数 和 它们 的 因子 之 间 的 关系 定义 的 。 从 某 种 意义 上 讲 ， 他 们 提出 了 
吕 数 和 : 了 数 的 理论 ， 从 而 引申 出 完全 的 概念 。 


个 煞 是 否 为 量 数 取决 于 它 的 因子 ， 然 后 Re 乘法 和 加 法 之 间 获 得 
对 种 联系 。 举 数字 30 为 例 ， 我 们 看 一 下 它 的 因子 ， 也 就 是 能 将 其 整除 并 且 
比 30 小 的 数 。 对 于 30 这 样 小 的 数字 ， pi 它 的 因 于 有 1，2，3，4， 
5，10 以 及 15， 将 这 些 因 于 加 起 来 我 们 得 到 42。 因 此 ，30 是 个 盘 数 ， 因 为 
它 的 因子 之 和 (42) 大 于 它 本 身 


有 二 让 
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平 达 属 拉 斯 学 派 的 研究 涉及 了 区 儿 竺 得 在 《几何 原本 少 第 日 尼 科 马 修 斯 基于 完全 数 将 数 进 
全 数 和 过 剩 数 关中 人 订 论 了 完全 数 行 了 分 类 


最 开始 的 完全 数 


元 全 数 137 438 691 328 
一 个 数 为 亏 数 则 正好 与 此 相反 它 的 因 于 之 和 小 于 它 本 身 。 因 此 ， 
数字 26 是 亏 数 ， 因 为 它 的 因子 1，2，13 加 起 来 为 16， 小 于 26。 质 数 都 是 
亏 数 ， 因 为 它们 的 因子 之 和 永远 都 是 1 
-个 既 不 十 鳃 数 也 不 是 志 数 的 数 便 是 完全 数 。 完 全 数 的 因子 之 和 正好 
竺 于 它 本 向 。 第 一 个 完全 数 是 6。 它 的 因子 是 1，2，3， 加 起 来 正好 得 6。 
理 达 哥 拉 斯 学 派 们 对 于 数字 6 以 及 它 和 各 因子 之 间 的 融洽 关系 是 如 此 情 
独 钟 ， 他 们 将 其 摘 述 为 “婚姻 ， 健 康 以 及 美丽 ”。 这 里 还 有 另 一 个 关于 6 的 
收 事 ， 是 由 圣 ， 奥 古 斯 十 (354 一 430) 讲述 的 。 他 坚信 6 的 完全 性 存在 于 
这 个 世界 娅 生 之 前 ， 而 这 个 世界 是 在 6 天 内 被 创造 的 ， 因 为 6 是 完全 的 。 


F 一 个 完全 数 是 28。 它 的 各 个 因子 分 别 为 1，2，4，7 以 及 14， 加 起 
来 得 28。 这 前 两 个 完全 数 ，6 和 28， 在 完全 数 中 显得 至 关 重 要 ， 因 
为 可 以 证 明 所 有 的 偶数 完全 数 都 以 6 或 28 结尾 ,在 28 之后， 下 一 
个 完全 数 要 等 到 496。 可 以 很 容易 地 检验 这 个 数 等 于 它 的 各 个 因子 之 
和 : 496=1+2+4+8+16+31+62+124+248。 对 于 下 一 个 完美 数 ， 其 值 已 
经 大 得 超 乎 了 我 们 的 想象 。 我 们 在 16 世纪 就 已 经 知道 了 前 $ 个 完美 
儿 ， 但 是 到 现在 仍 不 知道 是 否 有 一 个 最 大 的 ， 或 者 说 是 否 会 有 无 穷 
多 个 完全 数 。 一 个 平衡 的 意见 是 ， 就 像 质数 一 样 ， 完 全 数 也 有 无 穷 
多 个 。 

绢 达 哥 拉 斯 学 派 们 迫不及待 地 想 把 它们 和 几何 联系 起 来 。 如 果 
我 们 拥有 以 完全 数 为 个 数 的 珠子 ， 便 可 以 将 它们 排列 到 一 个 六 边 形 
的 项 链 上 。 完 全 数 6 对 应 着 简单 的 六 边 形 ， 只 去 把 6 个 珠子 分 别 放 
在 它 的 6 个 顶点 上 。 但 是 对 于 更 大 的 完全 数 ， 我 们 需要 在 大 六 边 形 
内 洽 加 小 六 按 形 。 


皮特 鸭 。 卡 塔 尔 迪 找 到 了 第 6 个 完全 数 如 找 最 大 质数 项 目 找到 了 第 44 小 梅森 数 | 太 概 
25(217_1)=8 589 869 056 以 及 第 7 了 个 完全 数 有 1 和 干 万 和 性】， 从 而 可 以 攀 建 出 一 个 新 的 完全 数 


213(2'5_1)=137 438 691 328 
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梅森 数 ”构建 完全 数 的 关键 在 于 一 些 数 的 集合 ， 
这 上 旦 数 得 名 于 梅森 ， 一 个 在 耶稣 派 学 院 和 箔 卡 儿 一 同 
供职 的 法 国 僧人。 这 两 个 人 都 对 完全 数 有 着 浓厚 的 兴 
趣 。 梅 森 数 是 由 那些 2 的 宕 ， 也 就 是 依次 相差 2 倍 的 
数 2，4，8，16，32，64，128，256，… 减 1 得 到 的 
数 。 也 就 是 说 ， 梅 森 数 具有 2”-1 的 形式 。 尽 管 它们 都 

” 是 育 数 ， 却 不 一 定 都 是 质数 。 但 是 ， 正 是 那些 既是 梅 

一 “其 数 又 是 质数 的 数 可 以 用 来 构建 完全 数 。 

悔 秋 知道 了 如 果 指 数 不 是 质数 ， 那 么 所 对 应 的 梅 

一 ， 和 森 数 也 不 可 能 是 质数 ， 这 可 以 从 表 中 的 4，6，8，9， 

_ 10，12，14 和 15 看 出 。 仅 仅 当 指数 为 质数 时 ， 梅 森 

数 才 有 可 能 是 质数 ， 但 是 这 就 是 充分 条 件 吗 ?对 于 前 

儿 个 指数 为 质数 的 例子 ， 我 们 确实 得 到 了 3，7，31， 

127， 它 们 都 是 质数 。 因 此 ， 难 道真 的 如 果 指 数 为 质 

一 数 ， 那 么 对 应 的 梅森 数 就 一 定 也 是 质数 吗 ? 

很 多 古代 的 数学 家 们 ‘直到 1500 年 左右 ) 都 
以 为 事实 就 是 这 样 的 。 但 是 质数 可 没 这 么 简单 ， 
人 们 发 现 对 于 指数 11( 它 是 一 个 质数 )，21-1= 
2 047=23 XxX 89， 这 个 梅森 数 并 不 是 一 个 质数 。 似 乎 并 
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结果 减 1 (梅森 数 ) | 是 否 是 质数 
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真正 的 好 朋友 


头脑 清醒 的 数学 家 们 并 不 总 是 能 够 获得 数字 中 的 奥秘 ， 但 是 数字 命理 学 并 没有 因此 而 灭亡 。 
在 完全 数 之 后 产生 了 亲 和 数 的 概念 ， 尽 管 毕 达 哥 拉 斯 学 派 们 或 许 旱 已 知道 了 这 一 概念 。 后 来 ， 四 
亲 和 数 在 编 基 那 些 浪漫 的 占星 术 时 变 得 非常 有 用 ， 在 这 里 ， 它 们 的 数学 性 质 可 以 塌 化 力 二 种 赖 。 
狗 结 合 的 性 硕 。220 和 284 是 一 对 亲 和 数 。 为 什么 这 女 说 呢 ? 220 的 因子 是 .1 和 23480530， 医 
11，20，22，44，55 以 及 110， 如 果 将 它们 加 起 来 ， 你 会 得 到 284。 你 已 经 猿 到 了 吧 。 和 如 果 将 
284 的 各 个 因子 加 起 来 ， 你 将 得 到 220。 这 真 的 是 一 种 友谊 。 


不 存在 什么 规律 。 梅 森 数 2"-1 和 2"”-] 都 是 


质数 ， 但 是 2 -1 不 是 质数 ， 因 为 
2°—1=8 388 607=47X178 48] 


构建 过 程 ” 欧 几 里 得 和 欧 拉 工 作 的 结合 
提供 了 一 个 构建 偶数 完全 数 的 公式 ， 是 侦 
数 完全 数 ， 当 且 仅 当 n=271(2?-1)， 并 有 日 2 1 
是 梅森 质数 。 


例如 62 人-1)，28-2 CC-1)，496=202 二 1)。 
这 个 寻找 偶数 完全 数 的 公式 意味 着 只 要 我 们 
能 找到 梅森 质数 ， 就 能 将 它们 构建 出 来 。 对 
完全 数 的 寻找 向 人 和 机 器 都 提出 了 挑战 ， 并 
晶 还 会 以 这 种 先驱 们 未 曾 预料 到 的 方式 进行 
下 去 。20 世纪 初期 ， 彼 得 ， 巴 洛 曾 认为 没有 
人 能 超越 欧 拉 计算 出 的 完全 数 ，23 023 1) 
=2 305 843 008 139 952 128， 因 为 一 直 以 来 都 


可 找 梅森 质数 可 并 不 容易 。 数 百年 来 ， 很 多 
数 符 家 都 被 列 入 了 寻找 梅森 数 的 名 单 ， 这 个 名 单 
拥有 一 个 让 人 眼花 综 乱 的 历史 ， 充 斥 着 错误 与 纠 
正 。 伟 大 的 欧 拉 在 1732 年 贡献 了 第 8 个 梅森 质 
数 : 23-1=2 147 483 647。 发 现 第 23 本 梅森 质数 
2120-] 的 荣誉 属于 伊利 诺 伊 大 学 数学 学 院 ， 他 们 
通过 学 校 的 邮票 特 其 公布 于 世 。 但 是 ， 侍 随 着 功 
能 强大 的 计算 机 的 帮助 ， 对 梅森 质数 的 寻找 也 不 
断 有 着 新 的 进展 。 在 20 世纪 70 年 代 未 ， 高 中 生 
劳 拉 ， 尼 交 尔 和 兰 登 。 诺尔 一 起 发 现 了 第 25 个 梅 
木质 数 ， 诺 尔 还 发 现 了 第 26 个 梅森 质数 。 迁 今 为 
止 ， 总 共 发 现 了 45 个 梅森 质数 。 


这 有 什么 进展 。 但 是 ， 他 没有 预料 到 现代 计算 机 的 强大 威力 ， 也 没有 预料 到 


数学 家 们 对 于 迎接 新 挑战 的 永 不 知足 的 需求 . 


可 数 完全 数 ” 没 有 人 知道 是 否 能 找到 奇数 完全 数 。 第 卡 儿 认 为 找 不 到 ， 
但 是 专家 也 可 能 是 错 的 。 英 国 数学 家 人 詹 姆 十 . 约瑟夫 ，。 西 尔 维 斯 特定 称奇 数 
元 全 数 的 存在 简直 是 “奇迹 中 的 奇迹 "”， 因 为 它 需 要 满足 如 此 之 多 的 条 件 ， 
西 尔 维 斯 特 的 怀疑 并 不 值得 惊奇 。 这 是 数学 中 最 古老 的 问题 之 一 ， 但 是 如 
过 真 的 存在 奇数 完全 数 的 话 ， 我 们 已 经 知道 了 关于 它 的 很 多 性 质 。 它 至 少 
要 有 8 个 不 同 的 质 因 子 ， 其 中 一 个 要 大 于 100 万 ， 而 且 它 至 少 拥有 300 位 。 


数字 的 奥秘 


42 上 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


立波 那 问 数 列 


在 小 说 《 达 芬 奇 密码 》 中 ， 作 者 丹 ， 布朗 描述 了 被 谋杀 的 馆 长 雅 区 ' 索尼 埃 在 临 
死 册 留 下 了 由 8 个 数字 组 成 的 序列 ， 作 为 关乎 他 命运 的 线索 ， 密码 破译 者 男 非 .内 维 
根据 经 验 重 新 排列 了 这 8 个 数 13，3，2，21，1，1，8 以 及 5 的 顺序 ， 从 而 了 解 了 它 所 
含 的 意义 。 欢 迎 来 学 习 数 学 中 最 著名 的 序列 . 
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有 3 
4 es 
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非 波 那 契 整数 序列 为 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, … 


这 个 序列 之 所 以 闻名 是 因为 它 有 很 多 迷人 的 性 质 。 其 中 最 基础 的 (事实 
上 是 用 来 定义 它们 的 ) 性 质 是 每 一 项 都 是 前 边 两 项 的 和 。 例 如 ，8=5+3， 
13=8+5，*…，2 584=1 5$97+987， 等 等 。 你 所 要 记 住 的 仅仅 是 最 开始 的 两 个 
数字 ，1 和 1， 你 可 以 根据 它们 从 而 构建 出 剩 下 的 整个 序列 。 在 大 自然 中 ， 
韭 波 那 契 数列 可 以 在 问 日 更 中 找到 ， 葬 花 籽 的 螺旋 排列 形成 了 韭 波 那 括 数 
列 例如， 在 一 个 方向 上 是 34， 另 一 个 方 问 上 是 55); 为 外 ， 建 筑 师 们 在 
设计 房屋 比例 或 建筑 比例 时 也 会 用 到 斐 波 那 契 数列 。 古 典 音 乐 作 曲 家 将 其 
作为 一 种 灵感 ， 人 们 相信 巴尔 托 克 的 管弦 乐 之 舞 曲 和 这 个 数列 有 着 密切 的 
联系 。 在 现代 音乐 中 ， 布 赖 恩 。 特 兰 索 (aka BT) 在 他 的 专辑 This Binary 
Universe( 二 进 制 宇宙 ) 中 有 一 首 名 为 1.618 的 曲目 ， 这 正 是 对 碍 流 那 契 效 列 
极限 比例 的 致敬 ， 这 个 比例 我 们 稍 后 会 提 到 。 


公元 1202 年 | 1724 年 


斐 波 那 契 发 表 了 《4 计算 之 书 放 丹尼尔 "人 怕 努 利 使 用 黄金 
以 受 翡 波 那 契 数 比例 来 表述 右 滤 那 血 数列 


1l1 裴 波 那 契 数列 1 43 


起 源 ” 斐 波 那 才 数列 出 现 于 比萨 的 列 奥 纳 委 〈 即 斐 波 那 契 ) 在 1202 年 
出 版 的 《计算 之 书 》 中 ， 但 是 ， 可 能 印度 人 在 此 之 前 就 已 经 知道 了 这 些 数 ，。 
韭 波 那 契 提出 了 如 下 关于 久子 繁殖 的 问题 ， 


一 对 成 年 兔子 每 个 月 可 以 生 下 一 对 小 兔子。 在 年 初时 ， 只 有 一 对 
小 兔子 。 在 第 一 个 月 钻 束 时 ， 它 们 成 长 为 成 年 兔子 ， 并 且 在 第 二 个 月 
结束 时 ， 这 对 成 年 兔子 将 生 下 一 对 小 和 兔子。 这 种 成 长 与 繁殖 的 过 程 会 

一 直 持 续 下 去 。 并 且 我 们 假设 这 个 过 程 中 不 会 有 兔子 死亡 。 
辈 波 那 契 想 要 知道 在 第 一 年 结束 时 ， 总 共 会 有 多 少 对 亏 于 。 标 殖 的 过 程 可 
以 通过 一 棵 “家 族 树 ”来 表示 。 让 我 们 看 一 下 在 第 五 个 月 结束 时 合子 的 总 
数 。 我 们 看 到 总 共有 8 对 。 在 家 族 树 的 这 一 层 里 ， 左 边 那 群 侈 子 的 数量 


= 小 兔子 
@O@e@0 等 于 上 一 层 里 兔子 的 总 数 ， 而 右边 那 群 兔子 的 数量 @O8@ 等 于 上 上 要 = 度 年 生子 
层 里 兔子 的 总 数 。 因 此 可 以 看 出 ， 人 兔子 的 出 生体 循 下 面 这 个 基本 的 韭 波 那 
奥 等 式 Se 
第 nn 个 月 的 兔子 总 数 = 第 (n-1) 月 的 兔子 总 数 + 第 (n-2) 月 的 倪 子 总 数 
性 质 ”让 我 们 看 看 如 果 将 序列 中 的 各 项 加 起 来 会 发 生 什么 
Pn ==== 7 
1+1=2 
1+1+2=4 ee 
1+1+2+3=7 a 
1+1+2+3+5=]12 } -ee 


1+1+2+3+5+8=20 
1+1+2+3+5+8+]13=33 


这 些 相 加 的 结果 也 可 以 组 成 一 个 新 的 序列 ， 我 们 将 它们 排列 在 原 太 列 下 面 ， 
并 且 加 一 个 整体 的 偶 移 


1963 年 


巴 托 克 完成 了 他 的 舞 路 组曲， 人 们 研究 斐 波 那 契 数列 数字 理论 的 论文 雕塑 家 被 得 * 兰 德 尔 - 培 杰 根据 斐 波 那 契 
相信 他 的 灵感 来 自 斐 波 那 契 数列 《 斐 波 那 屯 四重奏》 被 找到 数列 为 英国 伤 甸 园 工程 创作 了 一 个 重 这 


70 吨 的 雕塑 “种 子 ” 
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辈 波 那 契 数列 1 1 2 3 5 8 13 2] 34 55 89 … 
和 247122033 54 88 … 


斐 波 那 契 数列 前 项 的 和 比 下 下 个 斐 波 那 契 数 小 1。 如果 你 想 要 知道 
1+1+2+…+987 的 结果 ， 你 仅仅 需要 将 2 S84-1， 结 果 是 2 583。 如 果 以 相隔 
一 个 数 的 方式 相 加 ， 例 如 1+2+5+13+34， 我 们 将 得 到 55， 它 本 身 便 是 韭 波 
那 契 数列 中 的 一 项 。 如 果 以 另 一 种 方式 相 加 ， 如 1+3+8+21+55， 其 结 采 88， 
则 比 辈 波 那 契 数 小 1 。 


斐 波 那 契 数列 的 平方 也 非常 有 意思 。 我 们 将 斐 波 那 契 数列 中 的 每 个 数 
平方 后 再 相 加 ， 可 以 得 到 一 个 新 的 数列 


非 波 那 契 数列 1 1 23 5 8 13 2 34 55 
平方 1149 25 64 169 441 1156 3052 … 
平方 之 和 | 2 6 15 40 104 273 714 1870 4895 … 


在 这 个 例子 中 ， 将 平方 序列 的 前 n 项 相 加 的 结果 正好 等 于 原 斐 波 那 淆 
数列 中 第 个 数 和 下 一 个 数 的 乘积 。 例 如 


1+1i+4+9+25+64+169=273=13 X21 


斐 波 那 超 数 列 也 会 在 你 意料 不 到 的 场合 出 现 。 让 我 们 设想 一 个 装 有 飞 1 
和 又 2 硬币 的 钱包 。 我 们 想 要 知道 的 是 ， 要 将 硬币 依次 从 钱包 中 取出 从 而 次 
出 用 英镑 来 表示 的 某 个 总 额 ， 总 共 能 有 多少 种 方式 。 在 这 个 问题 中 ， 动 作 
的 顺序 十 分 重要 。 对 于 总 额 全 4 的 情况 ， 我 们 可 以 按 如 下 任何 一 种 方式 取出 
硬币 ， 1+1+1+1; 2+1+1; 142+1; 1+1+2; 以 及 2+2。 总 共有 5 种 方式 ， 对 
应 于 斐 波 那 契 数列 中 的 第 5 项。 如果 你 要 凑 出 对 20 的 总 额 ， 则 和 总共 会 有 6 
765 种 取 有 1 和 县 2 硬币 的 方式 ， 对 应 于 斐 波 那 契 数列 的 第 21 项 ! 这 充分 显 
示 出 了 简单 数学 思想 的 威力 ! 


黄金 比例 “如 果 我 们 想 要 看 一 下 斐 波 那 契 数列 中 各 项 之 间 的 比例 ， 即 
将 每 一 项 和 它 的 前 面 一 项 相 除 ， 我 们 将 会 发 现 斐 波 那 契 数列 的 另外 一 个 非 
常 重要 的 性 质 。 让 我 们 首先 看 一 下 前 面 几 项 : 1，1，2，3，5，8，13，<“<1， 
34，55。 
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很 快 ， 这 个 比例 接近 了 数学 中 一 个 非常 著名 的 数 一 一 黄金 比例 ， 用 和 布 
腊 字母 由 表示 。 它 的 重要 性 足以 和 数学 中 的 顶级 常数 ， 例 如 r 和 * 相 媲 闫 。 
它 的 精确 值 为 


并 且 可 以 近似 表示 为 小 数 1.618 033 988…， 通 过 另外 少许 工作 ， 我 们 可 以 
证 明 辈 波 那 契 数 列 中 的 每 一 项 都 可 以 用 $$ 来 表示 。 
尽管 我 们 已 经 知道 了 关于 斐 波 那 契 数列 的 大 量 知 识 ， 但 是 ， 仍 然 还 有 
一 些 疑 问 等 待 回答 。 斐 波 那 契 数 列 中 的 前 几 个 质数 分 别 是 2，3，5，13，O= 小 和 牛 
89，233，1 597， 但 是 我 们 不 知道 斐 波 那 契 数列 中 是 否 会 有 无 穷 多 个 质数 。 
家 族 中 的 近亲 在 由 所 有 类 似 序列 组 成 的 大 家 族 中 ， 非 波 那 契 数列 占 
据 了 最 显赫 的 位 置 。 这 个 家 族 中 另 一 个 非常 重要 的 成 员 涉 及 一 个 牛 的 繁殖 ”= 成 年 的 和 
问题 。 在 斐 波 那 契 那里 ， 未 成 年 兔子 需要 1 个 月 的 时 间 成 长 为 成 年 倪 于 ， 
然后 就 可 以 繁殖 下 一 代 ， 而 在 这 个 问题 中 ， 在 未 成 年 到 成 年 的 成 长 过 程 中 ， (yy --- | 
还 存在 一 个 半 成 年 的 中 间 状 态 ， 而 只 有 成 年 的 牛 可 以 繁殖 下 一 代 。 因 此 ， 
这 个 “ 牛 序列 ”为 
1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41, 60, 88, 129, 189, 277, 406, 595, … 0 
因此 ， 数 列 中 的 各 项 会 以 跳 过 一 项 的 方式 相 加 ， 从 而 产生 下 一 
项 ， 如 41=28+13 以 及 60=41+19。 这 个 数列 具有 和 斐 波 那 契 数 
列 类 似 的 性 质 ， 在 “ 牛 序列 ”中 ， 由 各 项 和 其 六 项 相 队 得 到 的 
比值 将 收敛 到 一 个 极限 ， 由 希腊 字 甘 psi 表示 ， 记 为 到 
yr =1.465 571 231 876 768 026 65... 
这 个 数 被 称 为 “ 超 黄金 比例 >。 et 


破译 达 劳 奇 密码 。 


和 = 半 成 年 的 牛 
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更 金 妃 形 


定形 在 我 们 身边 随处 可 见 一 一 大 楼 、 照 请、 窗户 、1、 其 至 本 书 ， 和 所 形 是 包 林 家 
们 的 笛 客 一 一 过 德里 安 、 本 尼 科 和 尔 森 等 抽象 派 艺术 冢 ， 都 使 用 了 各 种 各 样 的 和 矩形. 
那么 ， 最 美丽 的 矩形 是 哪个 ”是 细 长 的 “ 贾 科 梅 带 寻 形 “”， 还 是 接近 正方 形 的 从 
形 ? 抑或 是 介 于 这 些 极 妆 之 加 的 东 个 息 形 


这 个 问题 真 的 有 意义 吗 ? 一 些 人 认为 是 的 ， 并 且 坚 依 某 些 特 定 的 握 形 
要 比 其 他 矩形 更 加 “理想 "。 其 中 ， 黄 金 算 形似 乎 获得 了 最 多 的 宠爱 。 在 所 
有 的 可 以 选择 不 同比 例 (这 是 决定 一 个 和 矩形 的 根本 因素 ) 的 矩形 中 ， 黄 金 
矩形 是 一 个 非常 特殊 的 定形 ， 激 发 了 无 数 艺 术 家 、 建 筑 师 和 数学 家 的 灵感 ， 
让 我 们 首先 看 一 下 其 他 的 矩形 。 


数学 纸张 ”如 果 我 们 拿 一 张 A4 大 小 的 纸 ， 它 的 规 
格 应 该 是 宽 210mm， 长 297mm， 长 宽 比 为 全 人， 约 等 于 
1.414 2。 对 于 所 有 国际 通用 的 A 码 纸 张 ， 如 果 宽 等 于 
b 的 话 ， 则 长 必然 等 于 1.414 2Xp。 因 此 ， 对 于 A4 纸 
来 说 ，b=210mm， 而 对 于 AS 纸 来 说 ，b=148mm。 纸 
张 尺寸 所 使 用 的 A 尺码 规格 有 一 个 其 他 尺码 所 不 具备 
的 非常 令 人 称道 的 性 质 。 如 果 将 一 张 A 码 的 纸 沿 中 线 
对 折 ， 则 形成 的 两 个 小 矩形 恰好 与 那个 较 大 和 矩形 成 正 
比 。 它 们 只 是 两 个 相同 矩形 的 更 小 版 本 。 


通过 这 种 方式 ， 一 张 A4 的 纸 可 以 对 折 形 成 两 张 


约 公元 前 300 年 
欧 几 里 得 在 所 几何 原本 3》 中 提 到 了 中 未 比分 割 辈 波 那 契 发 表 了 《计算 之 书 》 


中 贡 科 梅 带 (Alberto Giacometti，1906 一 1966)， 珊 十 超 存 在 主 头 雕塑 天 珊 、 夯 家 。 早 年 画 过 率 描 和 油画 ， 成 就 


且 , 一 站 二 | 涪 本 性 去 省 = a) i i pa A ee ir TE 
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A5 的 纸 。 类 似 地 ， 一 张 A5 的 纸 可 以 形成 两 张 A6 的 纸 。 反 过 来 ， 一 张 A3 
的 纸 是 由 两 张 A4 的 纸 组 成 的 。A 码 中 的 数字 越 小 ， 所 对 应 纸张 越 大 。 我 们 
是 如 何 知道 数字 1.414 2 有 这 样 一 个 特殊 的 性 质 的 ? 让 我 们 将 一 个 矩形 对 折 ， 
日 是 这 次 我 们 假设 并 不 知道 它 的 长 。 如 果 我 们 将 矩形 的 宽 设 为 1， 长 设 为 世 ， 


1 
则 长 宽 比 为 车。 现在 我 们 将 矩形 对 折 ， 则 较 小 矩形 的 长 宽 比 变 成 了 二 ， 辐 


2 
x。 对 于 A 码 纸 来 说 ， 这 两 个 比例 必须 古 一 梓 的 ， 由 此 我 们 得 到 一 个 等 式 ， 


XX -和 之 ,或 x? =2。 因 此 , x 的 值 为 V2， 约 等 于 1.414 2 


] x 

数学 黄金 ”黄金 矩形 与 此 不 同 ， 但 仅仅 是 略微 不 同 。 这 一 次 ， 和 定形 十 
沿 着 直线 RS 对 折 ， 从 而 使 得 MRSO 成 为 一 个 正方 形 的 四 个 项 点。 

黄金 矩形 的 关键 性 质 是 ， 剩 下 的 那个 矩形 RNPS 正比 于 原来 的 大 和 抢 形 。 
即 ， 剩 下 的 矩形 应 当 是 大 抢 形 的 缩小 肥 李 . 

和 刚才 -一样 ， 我 们 假设 大 矩形 的 宽 MO=MR， 且 为 1 个 单位 长 度 ， 而 它 的 
长 MN=x。 长 宽 比 仍 是 十 。 但 是 这 次 ， 小 矩形 RNPS 的 宽 变 成 了 MN-MR， 外 


Wl 因此 它 的 长 宽 比 为 一。 令 这 两 个 长 宽 比 相等 ， 我 们 得 到 如 下 等 式 


相 乘 化 简 后 ， 得 到 翌 = x+1 。 方 程 的 一 个 近似 解 为 1.618。 我 们 可 
以 很 容易 对 其 进行 检验 。 如 果 在 计算 器 中 输入 1.618， 然 后 让 它 和 
自己 相 乘 ， 你 将 得 到 2.618， 恰 好 满足 t+1=2.618。 这 个 数 便 是 着 名 
的 苏 金 比例 ， 用 希腊 字母 phi， 表示 。 它 的 定义 和 近似 值 为 

1 lI+y5 


le 033 988 749 894 848 20... 


1509 年 


帕 乔 利 发 表 了 《神圣 比例 六 费 希 纳 进行 了 一 些 心理 学 实验 ， 以 找 国际 标准 组 织 1SO 定义 了 A 
出 什么 样 比例 的 矩形 最 具 “ 美 感 规格 尺寸 
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同时 ， 这 个 数 也 和 斐 波 那 契 数列 及 兔子 问题 相关 《〈 见 第 11 章 )。 


爸 建 黄金 矩形 现在 让 我 们 看 看 如 何 构建 一 个 黄金 矩形 。 我 们 
从 边 长 为 1 个 单位 长 度 的 正方 形 MOSR 开始 ， 并 标记 出 05 的 中 点 
CO。05 的 长 度 为 /2， 根 据 勾 股 定理 ( 见 第 21 意 )， 在 三 角形 ORS 中 ， 


OR= (y+r = 
2 


将 圆规 的 圆心 定 在 O 点 ， 我 们 可 以 画 出 圆 弧 RP， 并 且 我 们 可 以 得 出 
四 op-OR- 8. 最 终 ， 我 们 得 到 了 gr- 1 区 - 二 
人 这 正 是 我 们 想 要 的 : “黄金 分 割 ”或 黄金 矩形 的 边 长 ， 


历史 ”关于 黄金 比例 6 的 宣言 有 很 多 。 当 人 们 意识 到 

了 它 迷 人 的 数学 性 质 之 后 ， 我 们 便 可 以 在 很 多 未 曾 史料 的 地 

方 ， 甚 至 不 应 该 看 到 它 的 地 方 看 到 它 。 更 加 危险 的 是 ， 有 人 

(| 声称 黄金 比例 是 产生 那些 人 工作 品 的 重要 动机 一 一 音乐 家 、 

1 3  ” “P” 建筑 师 、 艺 术 家 在 创作 时 ， 黄 金 比 例 已 经 存在 于 他 们 的 大脑 

2 中 。 这 种 狂妄 的 说 法 被 称 为 “黄金 数字 主义 ”。 在 没有 证 据 支持 的 情况 下 . 
对 于 数字 发 表 如 此 一 般 性 的 声明 是 一 种 非常 危险 的 做 法 。 


以 雅典 的 由 人 台 农 神 庙 为 例 。 在 建造 它 的 时 候 ， 人 们 固然 已 经 知道 了 黄 
金 比 例 ， 但 这 并 不 意味 着 帕 台 农 神 庙 是 基于 它 建 造 的 。 当 然 ， 从 帕 台 农 神 
庙 的 正视 图 来 看 ， 其 宽 和 高 〈 包 括 那 些 三 角 墙 ) 的 比值 等 于 1.74， 和 1.618 
比较 接近 ， 但 是 这 就 足以 声称 黄金 比例 是 设计 和 建造 神 庙 的 动机 吗 ? 有 此 
人 认为 应 当 不 把 三 角 墙 计算 在 内 ， 而 如 果 是 这 样 的 话 ， 其 宽 高 比 事实 上 等 
于 整数 3。 

在 由 乔 利 (Luca Pacioli) 的 第 1509 本 书 《 神 圣 比例 》( De divina pro- 
portione) 中 ， 他 “发 现 ” 了 上 帝 的 性 格 和 由 $ 所 决定 的 比例 之 间 的 关系 ， 
他 将 其 命名 为 “神圣 比例 *。 帕 乔 利 是 一 名 法 国 僧人 ， 他 写 的 关于 数学 的 书 
都 很 有 影响 力 。 他 被 一 些 人 尊 为 “会 计 学 之 父 ” 因为 他 使 得 威尼斯 商人 所 
用 的 复式 记 账 方法 得 以 普及 。 关 于 他 的 另 一 个 传闻 是 曾经 教授 达 芬 奇数 学 
在 文艺 复兴 时 期 ， 黄 金 分 割 拥 有 了 几乎 神话 般 的 地 位 一 一 天 文学 家 开 普 勤 
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将 其 手绘 为 数学 中 的 “珍宝 ”。 之后， 德国 实验 物理 学 家 十 斯 塔 夫 ，。 费 希 纳 
对 于 各 种 矩形 〈 纸 牌 、 书 本 、 窗 户 ) 进行 了 数 千 次 的 测量 ， 发 现 最 常见 的 
长 宽 比 都 接近 于 上 $， 

勒 。 柯 布 西 耶 沉迷 于 作为 建筑 设计 中 关键 因素 的 矩形 ， 尤 其 是 黄金 逢 
形 。 他 特别 注重 和 谐 与 秩序 ， 并 在 数学 中 找到 了 这 些 。 他 是 以 数学 家 的 视 
角 审 视 建筑 。 他 的 一 个 重要 论点 是 “调节 器 ”理论 ， 一 个 关于 比例 的 理论 。 
这 是 一 种 产生 一 系列 黄金 矩形 的 有 效 方式 ， 并 且 他 在 自己 的 设计 中 也 广泛 
地 使 用 了 黄金 矩形 。 勒 ， 柯 布 西 耶 的 灵感 来 自 于 达 芬 奇 ， 而 达 芬 奇 曾 非 常 
认真 地 作 了 很 多 关于 罗马 建筑 师 维特 鲁 威 (Vitruvius〉 的 笔记 ， 维 特 鲁 威 则 
非常 喜欢 人 体 轮廓 中 发 现 的 各 种 比例 


其 他 形状 同样 还 有 一 个 “ 超 黄 金 矩 形 ” 它 的 构造 方法 和 
黄金 矩形 具有 相似 之 处 。 

下 面 介 绍 如 何 构 造 超 黄 金 矩 形 MOPN。 和 先前 一 样 ，MOSR 
是 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 。 连 接 对 角 线 MP， 并 与 RS 交 于 点 J 
通过 点 J 作 MN 的 平行 线 ， 交 NP 于 点 天 。 假 设 RI 的 长 度 为 y， 
MN 的 长 度 为 x。 对 于 任意 矩形 ， 有 RVMR=NP/MN (因为 人 MRJ 
和 入 MNP 是 一 对 相似 三 角形 )， 因 此 yl1=1/x， 即 xy=1， 我 们 称 
x 和 和 yy 彼此 互 为 倒数 。 通 过 使 得 矩形 RJKN 和 厚 和 官 形 MOPN 成 正 
比 ， 我 们 即 可 获得 超 黄 金 徐 形 ， 即 y/(x-1)=x/1。 根 据 男 一 个 等 式 xy=1， 我 
们 可 以 得 出 超 黄 金 抢 形 的 长 x 是 下 面 这 个 三 次 方程 的 解 :， x =x*+1。 我 们 发 
现 这 个 方程 和 另外 一 个 方程 z=xz+l (决定 黄金 矩形 的 方程 》 非 常 像 。 这 个 
三 次 方程 有 一 个 正 实数 解 〈 我 们 用 一 个 更 加 标准 的 符号 页 代替 x)， 其 值 为 

ww=1.465 571 231 876 768 026 65... 

这 正 是 与 “和 牛 序列 ”相关 的 那个 常数 〈 见 第 11 章 )。 尽 管 黄金 矩形 可 以 通 
过 一 把 直 尺 和 一 对 圆规 构建 出 来 ， 超 黄金 矩形 却 不 能 以 这 种 方式 构建 。 


各 圣 比例 
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帕斯卡 三 角 


妆 宇 1 非常 重要 ， 那 么 数字 11 呢 ?事实 上 它 也 非常 有 趣 ， 同样 有 趣 的 还 有 
11x 11=121，11 x 11 x 11=1331， 以 及 11 的 更 高 阶 寡 。 将 它们 排列 起 来 ， 我 们 得 到 
1 1 
121 
1331 
14641 
15S101051 


这 正 是 帕斯卡 三 角 。 但 是 我 们 是 在 哪里 找到 它 的 中 E? 


1 六 了 让 它 更 加 完整 ， 我 们 加 入 了 11=1。 现 在 我 们 要 
1 1 让 掩 那些 逗号 ， 并 且 在 数字 之 间 加 入 间隔 。 因 此 ，14 641 
二 之 L 变 成 了 了 14641。 


因为 它 的 对 称 性 和 内 在 的 联系 ， 帕 斯 卡 三 角 在 数学 


1 4 é 将 1 中 非常 著名 。1653 年 ， 帕 斯 卡 (Blaise Pascal) 发 现 了 
4 5 10 lo 5 1， 它 ， 并 且 宣 称 一 篇 论文 远 远 不 够 讲述 它 的 所 有 性 质 。 骨 
帕斯卡 三 角 斯 卡 三 角 和 其 他 年 多 数学 分 支 之 间 的 联系 使 得 它 成 了 一 门 很 古老 的 诛 题 ， 


但 是 它 的 起 源 要 追溯 到 更 早 些 的 时 候 。 事 实 上 ， 并 不 是 帕斯卡 发 明了 这 个 
以 他 命名 的 三 角 一 一早 在 13 世纪 的 中 国学 考 们 已 经 知道 了 它 。 

凰 斯 卡 图 案 从 顶部 向 下 衍生 。 从 1 个 单个 的 1 开始， 在 下 一 行 里 它 的 
两边 名 放置 一 个 1。 要 构造 更 多 行 ， 我 们 需要 在 每 一 行 的 两 端 放 置 1， 而 中 


向 
EE 


约 公元 前 500 年 


在 转 语 中 可 以 找到 一 些 关于 由 斯 奥马 尔 : 海 亚 姆 发 现 了 该 三 角 ， 在 某 
卡 三 角 的 零散 的 迹象 些 国家 里 ， 该 三 角 以 他 的 名 宇 命名 


约 公 元 1070 年 
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团 的 数字 可 以 由 它 上 边 的 两 个 数 相 加 直接 得 到 。 例 如 ， 对 于 第 5 行 4 

中 的 6， 我 们 是 通过 上 一 行 中 的 3+3 得 到 。 英 国 数学 家 哈代 曾 这 样 

说 :“ 数 学 家 ， 其 实 就 像 画家 或 者 诗人 ， 是 模式 的 制造 者 ， 而 帕 其 

卡 三 角 必然 含有 这 种 模式 。” OO 
与 代数 之 间 的 联系 ”帕斯卡 三 角 是 在 真实 的 数学 中 发 现 的 ， 

例如 ， 如 果 我 们 将 (1+OXx(l+oOXx(I+OF (1+4x) 展开 ， 将 得 到 143x+3x2+4x， 

什 细 观察 你 便 可 以 发 现 ， 展 开 式 中 变量 用 的 数字 正好 等 于 帕斯卡 三 角 中 对 

应 行 的 数字 。 这 种 对 应 关系 如 下 


(1+xy | 

(1+x) 1 1 

(1+xy | 2 1 
(1+xy | 3 3 1 
(1+xy | 4 6 4 1 
(1+xy | 5 10 10 5 1 


如 打 我 们 将 帕斯卡 三 角 中 各 行 的 数字 加 起 来 ， 则 每 一 行 的 结果 都 是 一 个 2 
的 竺 。 例 如 ， 对 于 第 5 行 ，1+4+6+4+1=16=24。 这 也 可 以 通过 将 上 图 左边 式 
于 中 的 x 设 为 1 得 出 。 

性 质 帕斯卡 三 角 的 第 一 个 也 是 最 明显 的 性 质 是 它 的 对 称 性 。 如 果 我 们 :> 人 @s 
在 中 间 画 一 条 垂直 的 线 ， 帕 斯 卡 三 角 将 “镜面 对 称 ” 一 一 冬 直 线 左 右 两 边 的 44. 
数 完 全 一 样 。 这 个 性 质 使 得 我 们 可 以 讨论 普通 的 “对 角 线 ”， 因 为 左上 方 1. 
向 的 对 角 线 和 右上 方向 的 对 角 线 是 一 样 的 。 在 由 1 组 成 的 对 角 线 下 面 ， ，1…..--6 .4 
我 们 看 到 了 由 自然 数 序列 1，2，3，4，5，6… 组 成 的 对 角 线 , 而 下 po 25 1 oo! 
条 对 角 线 ， 则 包含 了 三 角形 数 〈 由 三 角形 阵列 中 的 点 数 构成 1 1 35 35 21 7 1 
的 数 )1，3，6，10，15，21…， 而 再 下 面 的 对 角 线 中 , 我 们 帕斯卡 三 角 的 准 对 角 线 
看 到 的 是 四 面体 数 1，4，10，20，35，56，…， 这 些 数 对 应 于 四 面体 (* 三 
维 的 三 角形 ”， 或 者 ， 如 果 你 喜欢 的 话 ， 它 们 等 于 不 断 增 大 的 三 角形 基 座 上 
可 放置 的 加 农 炮弹 个 数 )。 那 么 ， 那 些 “ 准 对 角 线 ”又 会 是 什么 情况 呢 ? 


1303 年 


朱 世 杰 给 出 了 帕斯卡 三 角 的 定义 ， 并 由 斯 卡 关 于 该 三 角 性 质 的 论文 在 他 去 莱 布 尼 荣 讨论 了 调和 三 角 
给 出 了 计算 某 些 数列 之 和 的 方法 世 后 被 出 版 
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如 果 我 们 将 斜 穿 三 角形 的 直线 (不 是 行 ， 也 不 是 对 角 线 ) 上 的 数 相 
加 ， 可 以 得 到 序列 1，2，5$，13，34… 每 一 个 数 都 是 前 面 那个 数 的 3 倍 再 减 
去 前 面 一 个 数 。 例 如 ，34=3 X13-5。 根 据 这 个 规律 ， 序 列 中 的 下 一 个 数 是 
3X34-13=89。 我 们 遗 洗 了 另外 一 种 可 能 的 准 对 角 线 ， 它 从 1 开始 ，1+2=3， 
并 且 由 它们 产生 的 整个 序列 是 1，3，8&，21，55… 这 个 序列 同样 遵循 相同 
的 “三 倍 减 一 ”的 规律 因此， 我 们 可 以 算出 序列 中 的 下 一 个 数 ，3X 55-- 
21=144。 但 是 , 还 有 更 多 的 。 如 果 将 这 两 个 “ 准 对 角 线 ”序列 交织 排列 在 一 
起 ， 我 们 得 到 的 是 斐 波 那 契 数列 

l, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144*… 


帕斯卡 组 合 ”帕斯卡 数字 可 以 解决 一 
些 计数 问题 。 设 想 一 个 房间 里 有 7 个 人 ， 
我 们 暂 为 他 们 取 名 为 Alison，Catherine， 
Th 一 于 ,Emma, Gary, John, Matthew 以 及 Thomas. 
ee peeled i oy 
I TD Rh i an TD og PE MM hrbb 多 少 种 选择 方式 。 一 种 方式 是 选择 A, CC， 

E; 同样 你 也 可 以 选择 A，C，T。 数 学 家 
们 发 现 用 Cln, n) 来 表示 帕斯卡 三 角 中 第 n 行 中 的 第 r 位 (从 0 数 起 ) 上 的 
数 非 常 方便 。 那 么 ， 我 们 刚才 那个 问题 的 答案 就 是 C(7, 3)。 三 角 中 第 7 行 第 3 
个 位 置 的 数 是 335。 事实 上 ， 我 们 从 7 个 人 中 选 3 个 人 的 时 候 ， 同 时 也 选 出 了 
4 个 “未 被 选择 ”的 人 。 这 可 以 解释 为 什么 C(7, 4) 也 等 于 35。 通 常 地 ，C (nm 
PFC (n,n-?)， 这 符合 帕斯卡 三 角 的 镜面 对 称 性 质 。 

0 和 1 在 帕斯卡 三 角 中 ， 我 们 发 现 其 中 数字 的 奇偶 性 决定 了 其 构成 的 
图 案 。 如 果 我 们 用 1 代替 三 角 中 的 奇数 ， 用 0 代替 三 角 中 的 偶数 ， 可 以 得 
到 一 种 图 案 的 表示 ， 这 种 图 案 正 是 一 种 非常 著名 的 不 规则 碎片 形 一 一 谢 尔 
1 宾 斯 基地 毯 〈 见 第 25 章 )。 

加 入 符号 ”我们 可 以 写 出 对 应 于 (-1+x) 的 宪 ， 即 (-1+xy 的 帕斯卡 三 角 。 
在 这 种 情 泡 下 ， 三 角形 不 再 关于 中 线 完 全 对 称 ， 而 且 ， 各 行 中 的 数字 
之 和 不 再 等 于 2 的 血 ， 而 是 0。 但 是 ， 这 个 三 角形 的 对 角 线 十 

1 分 有 趣 。 左 下 方 的 对 角 线 为 1]， 1, 1, -1,; 1, -1]; 1, 一 1,，…: 

它们 正 是 下 面 这 个 展开 式 中 的 系数 
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(1+x) =]—xtx x Hy 
而 接 下 来 的 那 条 对 角 线 是 如 下 展开 式 中 的 系数 二 1 
(1+x) =1-2x+3x Ax 5x Gx 47xe Rr 4. 和 证 二 

荣 布 尼 芯 调和 三 角形 德国 博学 家 莱 布 尼 芯 也 发 现 了 3 
组 非常 显赫 的 用 三 角形 表示 的 数字 。 莱 布 尼 芯 数 也 具有 关于 和 半 Axr 
中 线 对 称 的 性 质 。 但 是 不 同 于 帕斯卡 三 角 的 是 ， 每 二 志和 + 二 
“的 数字 是 由 它 下面 的 两 个 数 相 加 得 到 的 。 例 如 ， 
30 + 20 = 古 * 要 构建 这 样 一 个 三 角形 , 我 们 可 以 十 去 页 右 二 


从 项 点 开始 ， 按 照 从 左 到 右 的 顺序 通过 相 减 得 到 其 他 数字 ， 我 们 知道 了 已 
| 1 1 1 .， 1 pe Tl se bi- 
边 的 对 角 线 是 著名 的 调和 级 数 
Il] 1] 1 1 1 1 
1] 二 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 ，… 
2 3 4 5 6 7 
而 第 二 条 对 角 线 是 我 们 所 知 的 莱 布 尼 芯 序列 
-7.0 
lx2 2x3 nxl(nt+l) 
通过 一 些 处 理 技 巧 可 以 得 出 上 式 等 于 za+lj。 了 融 像 我 们 之 前 所 做 的 一 样 ， 
我 们 可 以 将 这 些 莱 布 尼 芯 数 记 为 B(n, ") 来 表示 第 - 行 中 的 第 个 数 。 它 们 
和 普通 的 帕斯卡 数 C(n, r) 具有 如 下 关系 
| 
Bn,r)X Cn, Pi= 一 一 


严 十 ] 
一 自 老 歌 这 样 唱 道 :“ 肤 盖 骨 连接 着 大 腿 骨 ， 而 大 腿 骨 连接 着 臂 骨 .” 我 们 可 以 
用 它 来 形容 帕斯卡 三 角 和 数学 中 诸多 部 分 〔 如 现代 几何 组 合 数学 、 代 数学 等 ) 
之 间 的 亲密 关系 。 更 重要 的 是 ， 它 是 数学 这 | ] 学 科 中 的 一 个 模范 一 一 对 于 模式 
相 肉 调 的 不 懈 追 求 ， 巩 固 并 加 深 了 我 们 过 于 这 个 课题 本 身 的 理解 。 


数字 之 录 


莱 布 尼 茨 调 和 三 角形 


~F 
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代 净 


代数 给 了 我 们 一 种 崭新 的 解决 问题 的 方式 ，- -种 “回旋 ”的 演绎 方法 .这 种 “加 
旋 ” 是 “ 反 向 思维 ”的 。 让 我 们 考虑 一 下 这 个 问题 ， 当 给 数字 2S 加 上 17 蛙 ， 结果 将 
是 42 ， 这 是 正 向 思维 。 我 们 知道 这 些 数 ， 需 要 做 的 只 是 把 它们 加 起 来 。 但 是 ， 假如 
我 们 已 经 知道 了 答案 42， 并 提出 一 个 不 同 的 问题 ， 即 现在 我 们 想 要 知道 的 是 什么 数 
和 2S 相 加 得 42。 这 里 便 需 要 用 到 反问 思维 ， 我 们 想 要 知道 未 知 数 x 的 值 ， 它 满足 等 式 
25+x=42， 然 后 ， 我 们 只 需 将 42 减 去 25 便 可 知道 答案 . 


下 面 这 个 需要 用 代数 解决 的 问题 已 经 在 学 校 里 面向 孩子 们 教授 了 数 个 世纪 
我 的 侍女 米 歌 尔 今年 6 岁 ， 而 我 今年 40 岁 。 问 几 年 之 后 我 的 年 
齿 将 是 她 的 3 售 ? 
ond li loti mae 但 是 用 代数 处 理会 更 加 简洁 
从 现在 算 起 ，x 年 后 米 歇 尔 将 是 6+x 岁 ， 而 我 将 是 40+x 岁 。 由 于 那个 时 候 
我 的 年 龄 是 她 的 3 售 ， 因 此 
3 (60+tx)=40+x 


将 等 式 左 边 展 开 ， 你 将 得 到 18+3x=40+x， 将 所 有 的 x 移 到 等 式 一 边 ， 数 字 
移 到 另 一边 ， 最 终 得 到 2x=22， 这 意味 着 x=11。 当 我 51 岁 的 时 候 ， 米 歌 尔 
正好 17 岁 。 多 么 神奇 ! 
加 果 我 们 想 要 知道 几 年 后 我 的 年 龄 将 是 她 的 2 售 呢 ? 我 们 可 以 使 用 相 
同 的 方法 ， 但 是 这 次 我 们 要 解 的 方程 是 
2X(0tX)=40+x 


巴比伦 人 开始 研究 二 次 方程 亚历山大 港 的 丢 盔 图 出 版 了 《算术 + 
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结果 是 x=28。 当 我 68 岁 的 时 候 ， 她 34 岁 。 以 上 的 所 有 方程 都 是 最 简单 的 
类 型 ， 它 们 被 称 为 “线性 方程 "。 它 们 不 含有 诸如 x 或 x 的 项 ， 而 这 些 项 
会 使 得 方程 更 加 难 解 。 含 有 如 x 项 的 方程 称 为 “二 次 方程 "， 而 含有 如 六 
项 的 方程 称 为 “三 次 方程 "”。 在 过 去 ,x 是 用 一 个 正方 形 来 表示 ， 因 为 正方 
形 具 有 四 条 边 ， 所 以 使 用 了 “二 次 ”这 个 词 ; 而 x 是 用 一 个 立方 体 来 表示 的 。 
从 算数 科学 到 符号 或 代数 科学 ， 数 学 经 历 了 一 场 巨 大 的 转变 。 从 数字 
到 字母 的 进步 虽然 看 似 只 是 思维 上 的 小 小 一 跃 ， 然 而 其 努力 却 是 值得 的 。 


起 源 ”代数 是 9 世纪 伊斯兰 学 者 工作 成 果 中 非常 重要 的 部 分 。 花 拉 子 
窗 (Al-Khwarizmi〉 写 了 一 本 数学 手册 ， 其 中 提 到 了 阿拉 伯 词 语 “al-jabr”。 
通过 利用 线性 和 二 次 方程 求解 实际 问题 ， 慈 拉 子 密 的 “方程 科学 ”为 我 
们 带 来 了 “algebra (代数 )” 这 个 新 名 间 。 后 来 ， 奥 马尔 ， 海 亚 姆 (OQmar 
Khayyanm) 由 于 写 了 《和 鲁 拜 集 ) 
(Rubaiyat) 以 及 下 面 这 人 句 不 朽 的 证 杀 而 


ee 意大利 趣 史 ， 
电 关于 三 次 方程 的 理论 是 在 文艺 复兴 时 期 全 面 
一 宝 美 酒 ， 一 片面 包 一 一 你 发 展 起 来 的 。 不 幸 的 是 ， 这 个 理论 还 引出 了 一 段 插 

靠 在 我 身边 ， 歌 声 在 旷野 中 回荡 ， 曲 ， 其 间 数 学 并 不 总 是 发 展 得 很 顺利 。 斐 洛 找到 了 

ee 各 种 具有 特定 形式 的 三 次 方程 的 解 。 听 到 这 个 消息 “ 

但 是 ， 在 1070 年 ，22 多 四 他 号 一下。 后, 毗 柯 海 。 凡 浇 纳 (外 叶 “ 口 咯 者 ”)， 一 个 来 自 上 

关于 代数 的 书 ， 其 中 探讨 了 三 次 万 程 的 感 尼斯 的 老师 ， 发 表 了 他 自己 的 关于 代数 的 求解 结 

求解 。 果 ， 但 是 对 其 方法 却 只 字 不 担 。 有 米兰 的 卡尔 达 诺 
卡尔 丹 关 于 数学 的 伟大 工作 发 表 于 劝说 汉 塔 纳 把 方法 告诉 了 他 ， 不 过 他 也 发 者 对 此 保 

:。 广 是 方程 理论 的 一 个 分 水 援 ， 密 ; 但 是 ， 这 个 方法 还 是 被 泄露 了 出 去 。 冯 塔 纳 最 。 “ 
eset hire sh 终 发 现 了 他 的 作品 已 被 卡尔 达 诺 在 1545 年 出 版 的 ， 
0 《技术 大 观 》(4rs Magna) 中 发 表 了 ， 他 俩 也 因此 

四 次 方程 (含有 如 x* 项 的 方程 ) 的 经 而 决裂， 生 


论 。 他 的 研究 成 果 证 明了 二 次 、 三 次 以 2 
及 四 次 方 程 都 可 局 译 过 a 今 Pe + ee 
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+， 划 (表示 g 次 方 根 ) 这 些 运算 操作 的 公式 来 求解 。 例 如 ， 二 次 方程 
ar +bxt+c=0 可 以 通过 下 面 的 公式 来 求解 : 


r= btvb -4ac 
20 


如 果 你 想 要 求解 方程 x-3x+2=0， 所 有 你 需要 做 的 就 是 把 a=1，b=-3， 
c=2 代 作 上面 这 个 公式 。 


求解 三 次 和 四 次 方程 的 等 式 非常 长 ， 而 且 非 常 复 杂 ， 但 是 它们 确实 存 
在 。 困 扰 数 学 家 们 的 问题 是 他 们 找 不 到 一 个 可 以 通用 于 含有 > 的 方程 (五 
次 方程 ) 的 求解 公式 。 指 数 5 有 什么 特别 之 处 呢 ? 


1826 年 ， 英 年 早 逝 的 尼 尔 斯 ， 亚 伯 得 出 了 一 个 关于 五 次 方程 这 个 难题 
的 重要 结论 。 他 实际 上 是 做 出 了 一 个 理 定 的 回答 ， 这 通常 比 证 明 某 件 事 可 
以 做 到 更 加 困难 。 亚 伯 证 明了 不 存在 可 以 求解 所 有 五 次 方程 的 公式 ， 因 此 ， 
以 后 所 有 对 于 这 个 “圣杯 ”的 寻求 必 将 无 功 而 返 。 亚 伯 说 服 了 当时 最 著名 
的 一 些 数学 家 ， 但 是 经 历 了 很 长 时 间 之 后 ， 这 个 消息 才 渗 透 到 整个 数学 界 。 
直到 19 世纪 ， 人 大 们 还 在 不 断 地 发 表 他 们 的 著作 ， 宣 称 找到 了 那个 不 可 能 存 
在 的 公式 。 

近世 代数 ”代数 意味 着 “方程 理论 ”这 一 思想 一 直 延 续 了 500 年 之 久 ， 
但 是 到 了 19 世纪 ， 一 切 有 了 新 的 转变 ， 人 们 意识 到 ， 代 数 中 使 用 的 符号 不 
仅 可 以 表示 数 宇 ， 它 们 也 可 以 用 来 表示 “命题 ”， 因 此 ， 代 数 可 以 运用 到 逻 
辑 研 究 当 中 。 他 们 甚至 可 以 表示 更 高 维 的 对 象 ， 例 如 和 矩阵 代数 中 所 涉及 的 
对 象 〈 见 第 39 章 )。 另 外 ， 就 像 很 多 非 数 学 家 们 一 直 以 来 所 质疑 的 ， 它 们 
甚至 可 以 什么 都 不 代表 ， 而 仅仅 是 一 些 符号 在 一 定 的 规则 下 来 回 移动 。 


现代 代数 中 一 件 非常 重要 的 事情 发 生 在 1843 年 ， 爱 尔 兰 人 哈密 顿 发 现 
了 四 元 数 。 哈 密 顿 一 直 都 在 寻求 一 个 符号 系统 ， 从 而 可 以 将 二 维 的 复数 扩 
展 到 更 高 维 。 很 多 年 来 ， 他 都 在 尝试 三 维 符号 ， 但 是 却 没有 找到 一 个 满意 
的 系统 。 当 他 每 天 早晨 下 楼 吃 早饭 的 时 候 ， 儿 子 要 问 他 :“ 苞 和 耸 ， 你 可 以 将 
三 维 数 相 乘 了 吗 ? ”而 他 的 回答 必然 是 ， 不 行 ， 现 在 只 能 对 它们 进行 相 加 
或 者 相 减 。 


成 功 真 的 是 不 期 而 至 。 对 三 维系 统 的 寻求 是 个 死胡同 ， 他 早 该 转向 
四 维系 统 。 当 他 陪 着 妻子 在 皇家 运河 和 都 柏林 之 间 散 步 时 ， 灵感 突然 降临 
了 。 他 对 于 这 份 灵感 欣喜 车 狂 。 没 有 丝毫 犹 绚 ， 这 位 38 岁 的 艺术 破坏 者 ， 
爱尔兰 皇家 天 文学 家 、 该 王国 的 珊 十 ， 将 那些 相关 定 义 刻 在 了 布 鲁 穆 桥 
(Brougham Bridge) 的 石头 上 一 一 如 今 ， 这 个 现场 旁边 挂 着 铭牌 ， 这 一 历史 
时 刻 已 被 永久 地 保留 了 下 来 。 从 这 个 让 他 永世 难忘 的 日 子 开 始 ， 这 个 课题 
也 诬 深 吸 引 了 哈密 顿 。 他 年 复 一 年 地 做 着 讲座 ， 发 表 了 2 本 非常 厚 的 书籍 ， 
都 是 关于 他 的 “ 漂 向 西方 的 ， 关 于 4 的 神秘 之 起 ” 

四 元 数 的 一 个 特性 是 ， 当 它们 相 冬 时 ， 其 结果 的 顺序 至 关 重 要 ， 这 不 
同 于 普通 算术 的 乘法 规则 。1844 年 ， 估 国 语言 学 家 和 数学 家 赫 尔 曼 . 格拉 
斯 曼 发 表 了 另 一 个 代数 系统 ， 而 这 个 过 程 并 没有 什么 戏剧 性 。 这 个 成 果 当 
时 筱 忽视 了 ， 但 是 后 来 却 被 证 明 具 有 相当 深远 的 价值 。 如 今 ， 四 元 数 和 格 
拉 斯 曼 的 代数 系统 在 几何 、 物 理 以 及 i | 算 机 图 形 学 中 都 得 到 了 广泛 应 用 ， 

抽象 代数 ”在 20 世纪 中 ， 公 理 法 占据 了 代数 的 统治 地 位 。 这 种 方法 曾 
经 被 欧 几 里 得 用 作 几 何 学 的 基础 ， 然 而 ， 把 它 用 到 代数 中 已 经 是 距 我 们 相 
当 近 的 事情 了 。 

久米 ， 诺 特 是 抽象 方法 的 拥护 者 .在 这 种 近世 代数 方法 中 ， 普遍 思想 
不 饶 究 这 样 的 结构 , 将 独立 的 样本 抽象 到 一 般 化 的 概念 中 。 如 果 样 本 具有 相 
同 的 结构 但 是 不 同 的 概念 ， 那 么 它们 被 称 为 是 同 构 的 。 

最 基本 的 代数 结构 是 群 ， 它 是 由 -一 系列 公理 定义 的 〈 见 第 38 音 )， 有 
择 纺 构 具 有 较 少 的 公理 〈 如 广 群 、 半 群 以 及 拟 群 )， 而 有 些 结构 具有 较 多 
的 会 理 〈 如 环 、 反 称 域 、 整 域 以 及 场 )。 这 些 新 名 词 都 是 在 20 世纪 早期 被 
9 人 到 数学 中 的 ， 代 数学 也 因此 转变 成 了 一 门 抽象 科学 ， 即 我 们 所 熟知 的 
“近世 代数 ”。 


探索 未 知 世界 


]4 代数 
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花 拉 子 密 提 出 了 “代数 ”这 个 名 词 ， 并 且 ， 他 在 9 世纪 关于 算术 的 一 本 书 中 货 出 
了 “算法 ”这 个 词 。algorithm (算法 ) ， 其 发 音 为 “Al Gore rhythm ， 这 是 一 个 对 
干 数学 家 和 计算 机 科学 家 非常 重要 的 概念 。 但 是 ， 到 底 什 么 是 1 呢 ? 如 果 能 回答 这 个 
问题 ， 那 么 我 们 距离 理解 欧 几 里 得 除法 算法 不 逊 浅 
首先 ， 算 法 是 一 种 例 行 程序 。 它 是 一 系列 指令 的 序列 ， 例 如 “你 做 这 
件 事情 ， 然 后 去 做 那 件 事情 ”。 我 们 可 以 看 出 为 什么 计算 机 很 像 算 法 ， 因 为 
它们 非常 善于 执行 指令 ， 从 不 出 现任 何 偏差 。 一 些 数学 家 们 认为 算法 是 非 
党 枯燥 的 ， 因 为 它们 是 不 断 重复 的 ， 但 是 ， 要 写 出 一 个 算法 并 把 它 翻 译 成 
几 百 行 包含 数学 指令 的 计算 机 代码 可 不 是 件 容易 的 事情 。 这 里 有 相当 大 的 
风险 导致 非常 可 怕 的 错误 。 写 出 一 个 算法 是 一 项 颇具 创造 性 的 挑战 。 对 于 
同一 项 任务 ， 通 常 有 多 项 可 选择 的 方法 ， 而 我 们 应 当 找 出 其 中 最 好 的 一 种 。 
让 此 算法 可 能 “不 符合 目标 ” 而 某 些 可 能 是 完全 无 效率 的 ， 因 为 它们 在 纸 
团子。 有 些 算法 可 能 计算 得 很 快 ， 但 是 却 产 生 了 错误 的 结果 。 这 有 点 像 受 
饪 。 烹 制 带 馅 烤 火 鸡 有 上 百 种 不 同 的 食谱 (算法 )。 我 们 当然 不 希望 在 一 年 
中 非常 重要 的 一 天 拿 到 一 个 非常 差劲 的 算法 。 因 此 ， 我 们 准备 了 各 种 原料 
和 指令 。( 简 易 ) 食谱 的 开头 或 许可 能 是 下 面 这 个 流程 ; 
将 土 鸡 腹 腔 中 填 满 各 种 馅 ; 
在 土 鸡 外 表面 涂 上 和 黄油; 
使 用 盐 、 胡 椒 粉 和 辣椒 粉 调味 ; 
在 168 摄氏 度 的 温度 下 烘 烤 3 个 半 小 时 ; 
将 烤 好 的 火 鸡 瞳 上 晒 半 个 小 时 。 
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欧 几许 得 算法 发 表 在 《4 几何 原 孙子 发 现 了 中 国 余数 定理 
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我 们 要 做 的 就 是 按部就班 地 执行 这 个 算法 。 在 这 个 食谱 中 唯一 缺少 的 ， 
是 数学 算法 中 经 常 所 使 用 的 循环 ， 一 种 用 于 处 理 递归 的 工具 。 我 们 和 希 译 这 
有 必要 将 火 鸡 京 性 两 侈 。 


在 数学 中 我 们 也 有 原料 一 一 就 是 那些 数字 。 欧 几 里 得 除法 算法 是 设计 


用 来 寻找 最 大 公约 数 〈 记 作 gcd) 的 。 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 它们 公约 数 
中 最 大 的 那个 数 。 作 为 我 们 例子 中 的 原料 ， 我 们 选择 了 18 和 84 这 两 个 数 。 


最 大 公约 数 “ 在 这 个 例子 中 ， 我 们 要 考虑 的 最 大 公约 数 是 能 够 同时 整 
除 18 和 84 的 最 大 的 数 。2 Ela 18 和 24， 但 是 3 也 可 以 做 到 .内 
此 ，6 也 可 以 同时 整除 这 两 个 数 。 是 否 还 有 更 大 的 能 够 同时 整除 它们 的 数 
呢 ? 我 们 可 以 试 一 下 9 或 18。 通 过 验算 ， 这 两 个 候选 者 并 不 能 够 整除 84， 
因此 6 是 能 够 同时 整除 它们 的 最 大 的 数 。 由 此 我 们 可 以 得 到 结论 : 6 是 18 
和 84 的 最 大 公约 数 ， 记 为 gcd(18, 34)=0， 


最 大 公约 数 可 以 通过 屋 房 的 瓷砖 来 解释 。 假 如 要 在 一 面 宽 18 长 84 的 
墙 上 贴 满 正 方形 痪 砖 ， 而 且 不 允许 对 瓷砖 切割 ， 那么 它 就 是 瓷砖 的 最 大 边 
长 。 在 这 个 例子 里 ， 我 们 可 以 看 到 6x6 的 网 砖 可 以 完成 这 个 任务 。 

最 大 公约 数 又 被 称 为 “最 高 公 因 子 ” 或 “最 高 公约 数 ”。 
这 里 还 有 一 个 相关 的 概念 ， 最 小 公信 数 (lem)。 18 利 84 的 
最 小 公信 和 数 是 同时 能 够 被 它们 整除 的 最 小 的 数 。 最 大 公约 数 
和 最 小 公 倍 数 之 间 有 一 个 非常 突出 的 关系 : 两 个 数 的 最 大 公 
约 数 和 最 小 公 倍 数 相 乘 得 到 的 积 等 于 这 两 个 数 日 身 相 乘 所 
得 到 的 积 。 这 里 ，lcm(18, 84)=252， 我 们 可 以 验证 6Xx252 
| 512=18 X84。 


在 几何 上 ， 最 小 公 倍 数 是 能 够 被 18 X84 的 定形 吉 砖 正好 贴 满 
的 正方 形 的 边 长 。 由 于 lem(a, 六 =abp 二 gcdta, D)， 因此 我 们 可 以 转 
而 专心 寻找 最 大 公约 数 。 我 们 已 经 计算 出 了 gcd(18, 84)=6， 但 是 ， 


39 


用 18 x 84 的 长 方形 瓷砖 贴 满 
边 长 为 252 的 正方 形 
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要 算出 亡 来 ， 我 们 需要 知道 18 和 84 的 所 有 因子 。 


简单 回顾 一 下 这 个 计算 过 程 ， 我 们 首先 将 两 个 数 分 解 为 各 自 的 因子 之 
积 : 18=2X3X3， 而 84=2X2X3X7。 然 后 ， 通 过 比较 它们 发 现 ，2 是 二 者 
的 公 因 子 ， 而 且 是 能 够 同时 将 它们 整除 的 2 的 最 高 次 震 。 同 理 ，3 也 是 公 因 
子 ， 而 且 也 是 能 够 同时 将 它们 整除 的 最 高 次 备 ， 但 是 ， 尽 管 7 可 以 整除 84， 
但 是 它 却 不 能 整除 18， 因 此 它 不 能 作为 一 个 因子 算 人 gcd 中 。 我 们 得 到 结 
论 : 2x3=6 是 能 够 同时 将 它们 整除 的 最 大 的 数 。 这 些 在 因子 上 的 操作 可 以 
被 省 略 掉 吗 ? 设想 我 们 要 通过 计算 寻找 gcd(17 640, 54 054)。 我 们 首先 需要 
将 这 两 个 数 因 子 分 解 ， 而 且 这 仅仅 是 开始 。 肯 定 存在 更 简单 的 方式 。 


算法 这 里 有 一 个 更 好 的 方法 。 欧 几 里 得 算法 是 在 《几何 原本 》 第 7 册 
第 2 命题 “给 定 两 个 非 互 质 的 数 ， 要 找 出 它们 的 最 大 公约 数 ” 中 介绍 的 。 


欧 几 里 得 所 给 出 的 这 个 算法 非常 高 效 ， 它 有 效 地 用 简单 的 除法 取代 了 
因 了 于 分解 的 药 珊 过 程 。 让 我 们 看 一 下 它 是 如 何 做 到 的 。 


现在 的 目标 是 计算 d=gcd(18, 84)。 我 们 首先 用 18 去 除 84。 并 不 能 实现 
整除 ， 结 果 是 4 余 12 
84=4 Xx 18+12 
因为 d 必须 可 以 整除 4 和 18, 所 以 它 必 须 能 够 整除 余数 12。 则 dged( 12, 18)。 
由 此 ， 我 们 可 以 重复 以 上 过 程 ， 用 12 去 除 18 
18=] Xx 12+6 
余数 为 6， 因 此 d=gcd(6, 12)。 用 6 除 12， 结 果 余 数 为 0， 因此 d= ged(0, 6)。6 是 
能 够 同时 整除 0 和 6 的 最 大 的 数 ， 因 此 它 便 是 我 们 要 找 的 答案 。 
如 果 计 算 d=gcd(17 640, 54 054)， 人 和 余数 相继 为 ] 134，630，504，126 和 
0， 最 终 得 到 d=126，。 
gcd 的 用 处 gcd 可 以 用 于 求解 一 些 要 求 其 解 为 整数 的 方程 。 这 些 方程 
害 称 为 皇 番 图 方程 ， 得 名 于 古 硕 腊 数 学 家 于 看 图 。 


设想 娃 流 克 莉 丝 汀 准备 前 往 巴 巴 多 斯 度假 。 她 派 她 的 男 管 宜 约 其 市 者 
她 的 行李 去 往 机 场 ， 每 个 手提 箱 重 18 或 84 千克 ， 并 且 他 被 告知 登记 的 总 
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重量 是 652 千克 。 当 约翰 从 机 场 返回 他 们 居住 的 贝尔 格拉 维 亚 区 2 时 ， 他 9 


岁 的 儿子 篇 姆 斯 叫 道 :“ 这 不 可 能 是 正确 的 ， 因 为 ged 6 并 不 能 整除 652。” 


詹姆斯 猜测 正确 的 总 重量 应 该 是 642 千克 。 

往 姆 斯 知道 ， 方 程 18&x+84y=c 的 整数 解 应 当 满 足 当 有 旦 仅 当 gcd 6 可 以 整除 
c。c=652 不 满足 要 求 ， 但 是 c=642 满足 要 求 。 和 詹姆斯 甚至 根本 不 需要 知道 x 
和 y 的 具体 值 ， 即 寻 婆 克 莉 丝 汀 要 带 到 巴巴 多 斯 岛 的 每 种 重量 的 箱子 的 个 数 。 

中 国 余数 定理 ”如 果 两 个 数 的 最 大 公约 数 为 !1， 那 么 称 这 两 个 数 是 “ 互 
质 ” 的 。 它 们 并 不 需要 自身 都 是 质数 ， 而 仅仅 相对 于 另 一 个 数 为 质数 即 可 。 
例如 ，gcd(6, 35)=1， 但 是 6 或 35 都 不 是 质数 。 在 了 解 中 国 余数 定理 之 前 我 
们 需要 知道 这 些 。 

让 我 们 看 一 下 另外 一 个 问题 : 安 格 斯 不 知道 他 有 和 允 少 瓶 酒 ， 但 是 当 他 
把 它们 成 对 地 摆 放 以 后 ， 多 出 来 1 瓶 。 当 他 把 它们 按 每 行 $ 瓶 摆 放 在 酒 架 
上 上 以后， 多 出 来 3 瓶 。 问 他 到 底 有 多少 瓶 酒 ? 我 们 知道 这 个 数 被 2 除 余 1， 
而 被 5 除 余 3。 第 一 个 条 件 使 得 我 们 可 以 排除 所 有 的 偶数 。 依 次 检验 那些 奇 
数 ， 我 们 很 快 可 以 发 现 ，13 满足 要 求 (我 们 可 以 安全 地 假设 安 格 斯 拥有 3 
瓶 以 上 的 酒 ， 因 为 3 也 满足 条 件 )。 但 是 ， 还 存在 其 他 的 正确 答案 一 一 事实 
上 ， 是 以 13，23，33，43，53，63，73，83…… 开 始 的 整个 序列 。 

让 我 们 现在 上 再 增加 另 一 个 条 件 : 这 个 数 必 须 被 7 除 余 3 ( 按 每 7 瓶 打 包 
的 十， 会 多 出 来 3 瓶 )。 依 次 检验 序列 1 3，23，33，43，53，63，:………- 考虑 
到 这 一 点 ， 我 们 发 现 73 满足 条 件 ，143 也 满足 条 件 ， 而 且 ，213， 以 及 所 有 
这 些 数 和 70 的 倍数 相 加 后 得 到 的 数 都 满足 条 件 ， 

用 数学 术语 表述 的 话 ， 我 们 已 经 找到 了 由 中 国 余数 定理 所 确定 的 解 ， 
它 同 时 告诉 我 们 ， 任 意 2 个 解 之 间 都 相差 2x5Xx7=70 的 倍数 。 如 果 安 格 斯 
拥有 的 酒 瓶 数量 在 150 和 250 之 间 的 话 ， 那 么 这 个 定理 就 将 解 限 定 在 了 213 
上 。 对 于 一 个 会 7 3 世纪 发 现 的 定理 来 说 ， 已 经 相当 不 错 了 ! 


通 往 最 大 之 途径 


山 Belgravia， 人 伦敦 的 上 流 住 宅 区 ， 位 于 伦敦 海德 从 园 附 近 。 
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a 


“如 末路 上 的 车 辆 能 少 一 些 的 话 ， 那 么 污染 情况 将 是 可 接受 的 。 我 们 要 么 减少 车 
牺 的 数量 ， 要 么 设置 道路 收费 ， 或 者 两 者 同时 执行 。 如 果 执 行道 路 收费 的 话 ， 夏 天 将 
会 炎热 得 让 人 难以 忍受 . 事实 上 ， 夏 天 正在 变 得 十 分 凉爽 。 结 论 是 毋庸 置疑 的 : 污染 
情况 是 可 以 接受 的 。” 

这 个 来 自 日 报社 论 中 的 论点 是 否 “ 站 得 住 脚 ”， 或 者 根本 是 毫 无 逻辑 的 ”我 们 
对 它 作为 一 条 道路 交通 政策 是 否 有 意义 并 不 感 兴趣 ， 也 不 关心 它 的 新 闻 写 作 是 否 优 
秀 ， 我 们 所 感 兴趣 的 仅仅 是 它 作 为 推理 论证 的 合理 性 。 逻辑 可 以 帮助 我 们 判定 这 个 问 
古 一 一 因为 它 涉 及 对 于 推理 的 严 谍 检 验 ， 

两 个 前 提 一 个 绪论 ”现在 的 情况 是 ， 这 段 新 闻 非常 复杂 。 因 此 ， 让 我 

们 先 看 一 些 比 较 简 单 的 论点 ， 回 调 到 古 希 腊 哲 学 家 亚 里 士 多 德 〈 他 被 认为 
是 罗 辑 学 的 创始 者 )。 他 的 方法 以 各 种 不 同形 式 的 三 段 论 为 基础 ， 是 一 种 基 
于 两 个 前 提 一 个 结论 的 三 段 陈述 的 论辩 类 型 。 一 个 例子 是 

所 有 的 猎犬 都 是 狗 

所 有 的 狗 都 是 动物 

所 有 的 猎 大 都 是 动物 
分 阴线 以 上 的 是 前 担 ， 下 面 是 结论 。 在 这 个 例子 中 ， 无 论 我 们 对 “猎犬 ” 
刹 "、“ 动 物 ” 赋 子 什 么 样 的 意义 ， 结 论 是 必然 性 的 。 下 面 这 个 是 相同 的 三 
段 论 ， 但 是 使 用 了 不 同 的 词语 : 


i 


约 公 元 及 335 年 | 公元 1847 年 


亚 里 士 针 德 提 出 了 逻辑 三 段 论 布尔 发表 了 The Mathematical Analysis of Logic 
逻辑 的 数学 分 析 》) 


所 有 的 羊 果 都 十 桶 本 
所 有 的 桶 子 都 是 香 巷 


所 有 的 革 果 都 是 香蕉 
在 这 个 例子 里 ， 如 果 以 通常 的 意义 理解 那些 词语 ， 那 么 每 一 句 陈 述 都 是 吝 
无 意义 的 。 但 是 ， 这 两 个 三 段 论 的 例子 都 具有 相同 的 结构 ， 而 且 正 是 这 个 
结构 使 得 三 段 论 有 效 。 你 绝对 不 可 能 我 出 这 样 一 个 例子 ，4，B，C 符合 这 
个 结构 ， 前 提 是 真 的 ， 但 是 结论 却 是 假 的 。 正 是 它 使 得 一 个 合理 论辩 变 得 
有 用 。 

我 们 可 以 通过 改变 量词 ， 如 “所 有 "”，“ 一 些 ”"”， 以 及 “没有 有 ”( 例 如 ， 疫 

有 一 个 4 是 8B)， 来 获得 三 段 论 的 其 他 形式 。 例 如 ， 田 外 一 种 结构 可 以 是: 

一 些 4 是 瑟 

一 些 甩 是 己 


一 些 4 是 C 
文 个 论辩 有 效 吗 ? 它 适 用 于 所 有 的 4、 中 ， 以 及 C 吗 ， 还 是 说 它 是 一 个 谐 蕊 
的 反例 ， 一 个 前 提 为 真 但 是 结论 却 为 假 的 例子 ? 如 果 让 4 为 猎犬，B 为 标 
色 物 体 ，C 为 桌子 ， 那 么 下 面 的 例子 让 人 信服 吗 ? 

一 些 猎 太 是 棕色 的 

一 些 棕色 的 物体 是 果子 


一 些 猫 厂 是 桌子 

我 们 举 出 的 反例 说 明了 这 个 三 段 论 是 无 效 的 。 有 非常 多 不 同 的 三 段 论 类 
型 ， 中 世纪 的 学 者 们 发 明了 各 种 帮助 记忆 的 方法 。 已 知 的 第 一 个 例子 是 所 谓 的 
B4RB4R4， 因 为 它 包含 了 三 次 “所 有 ”(AllD) 的 使 用 。 这 些 分 解 论辩 的 方法 一 


16 ”还 辑 63 


所 有 的 4 都 是 BB 
所 有 的 晴 都 是 CC 


所 有 的 4 都 是 C 
一 个 有 效 论 辩 


1965 年 1987 年 


拉 塞 尔 { Russell ) 和 怀特 黑 德 【Whitehead | 拉 特 飞 “ 扎 德 详尽 阐明 了 日 本 的 地 下 铁路 系统 是 基于 
党 试 将 数学 简化 为 逻辑 模糊 逻辑 模糊 逻辑 设计 的 
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直 持 续 了 超过 2 000 年 之 久 ， 而 是 在 中 世纪 的 大 学 学 习 中 占据 了 至 关 重 要 的 位 
前 。 亚 里 士 多 德 的 逻辑 (他 的 三 段 论 ) 被 认为 是 至 19 世纪 最 完美 的 科学 ， 

合十 逻辑 ” 男 一 种 形式 的 逻辑 要 比 三 段 论 走 得 更 远 。 它 用 于 处 理 命题 或 
向 单 的 陈述 ， 以 及 它们 的 组 合 。 要 分 析 新 闻 社 论 ， 我 们 先 要 学 习 一 些 “命题 逻 
则 ” 的 相关 知识 。 它 曾经 被 称 作 “逻辑 代数 ” 因为 乔治 ， 布尔 意识 到 它 可 以 
作为 一 种 新 的 代数 来 对 待 ， 这 给 了 我 们 一 些 关 于 它 的 结构 的 线索 ， 在 19 世纪 
40 年 代 ， 布 尔 和 奥 古 斯 都 。 德 摩根 等 数学 家 对 逻辑 学 做 出 了 相 当 多 的 工作 ， 


让 我 们 具体 看 一 下 。 考 虑 一 个 命题 a，a 代表 “Freddy 是 一 只 猎犬 ”。 
命题 a 可 能 为 “ 真 ” 或 是 “ 假 ”"。 如 果 我 正在 思考 我 那 只 名 为 Freddy 的 狗 ， 
它 的 确 是 一 只 狂犬 ， 那 么 这 个 命题 就 是 真 的 〈《T)》， 但 是 如 果 我 想 把 这 个 陈 
述 应 用 到 我 堂 弟 身上 ， 他 的 名 字 也 是 Freddy， 那 么 这 个 命题 就 是 假 的 FY。 
一 个 命题 的 真 假 取 决 于 它 的 参照 物 . 


如 有 果 我 们 还 有 另外 一 个 陈述 hp， 如 “Ethel 是 一 只 猫 ”， 那 么 我 们 就 可 以 
以 几 种 方式 组 人 台 这 两 个 命题 。 一 种 组 合 写 为 a V bp。 连接 符 V 意 味 着 “或 ” 
但 是 它 在 逻辑 中 的 使 用 和 日 常生 活 中 的 “或 ”有 一 些 略 微 的 不 同 。 在 逻辑 
中 ， 如 果 “Freddy 是 一 只 猎犬 ”为 真 ， 或 者 “Ethel 是 一 只 猫 ” 为 真 ， 或 者 
它们 俩 都 为 真 ， 那 么 a V 为 真 。 只 有 当 a 和 4 都 为 假 时 ，a Vb 才 为 假 。 
这 种 命题 间 的 关联 可 以 用 一 个 真 值 表 来 概括 ， 


我 们 也 可 以 使 用 “与 ”来 组 合 命题 ， 写 为 a 人 bp， 另 外 还 有 “ 非 ”， 与 为 
一 a。 如 果 我 们 通过 混合 的 形式 将 连接 符 V， 八 ， 一 与 a,，b， c 组 合 起 来 ， 如 
a 八 (b V co， 逻辑 代数 便 会 更 加 清晰 。 我 们 可 以 得 到 一 个 等 式 ， 称 为 同一 性 。 

aAN(bVoe)= (a Nb (aA ao) 

符号 = 表示 两 个 逻辑 陈述 等 价 ， 即行 号 两 边 具有 相同 的 真 值 表 。 这 是 
逻辑 代数 和 普通 代数 之 间 的 一 个 对 应 ， 因为 入 号 VYV 和信 与 普通 代数 中 的 x 
和 + 共有 类 似 之 处 ， 在 普通 代数 中 ， 我 们 有 zxX Gz)=(xXy)+(xxz)。 但 是 ， 
这 个 对 应 并 不 总 是 成 立 ， 存 在 一 些 例 外 。 

其 他 人 逻辑 连接 符 可 能 是 根据 这 些 基本 符号 定义 的 。 一 个 有 用 的 连接 符 
和 证“ 逻辑 列 含 ”a 一 bp， 它 的 定义 是 等 价 于 一 a Vb， 其 真 值 表 如 图 所 示 。 


现在 ， 如 果 我 们 回 过 头 来 看 一 下 那 条 新 闻 社 论 ， 我 们 可 以 将 它 写 为 符 
号 形式 ， 并 在 页 边 处 给 出 它 的 论辩 : 
C= 路 上 手 辆 减少 
P= 污染 情况 可 以 接受 
S = 应 当 执 行道 路 收费 
= 夏天 热 得 难以 忍受 
这 个 论辩 是 否 有 效 呢 ?让 我 们 假设 结论 P 了 是 假 的 ， 但 是 所 有 的 前 提 都 是 
真 的 。 如 果 我 们 可 以 证 明 这 个 假设 是 一 个 雇 论 ， 那 么 就 意味 着 论辩 是 有 效 
的 ， 从 而 也 就 意味 着 不 可 能 前 提 都 为 真 结论 却 为 假 。 如 果 P 为 假 ， 那 么 根 
据 第 一 个 前 提 C 一 P,，C 必须 是 假 的 。 由 于 C V5 为 真 ， 那 么 CC 为 假 的 事 
空 音 味 着 5 为 真 。 根 据 第 三 个 前 提 5 习 有 H， 则 五 应 当 是 真 的 。 也 就 是 说 ， 
一 理 是 假 的 。 这 与 最 后 一 个 前 提 一 假设 为 真相 刘 盾 。 尽 管 这 条 新 闻 社 论 
中 的 陈述 内 容 仍 颇具 争议 ， 但 至 少 论辩 的 结构 是 有 效 的 。 
其 他 逻辑 哥 特 洛 布 ， 弗 雷 格 、C.S. 皮尔 斯 以 及 恩 斯 特 * 施 罗 德 引信 丁 
对 命题 逻辑 的 量化 ， 并 构建 了 一 个 “一 阶 谓 词 闭 辑 ”( 毛 以 变量 为 基础 )。 二 
使 用 了 全 称 量词 Y ， 人 代表“ 对 于 所 有 ”"， 以 及 存在 量词 3， 代 表 “ 和 存在”。 
另 一 个 逻辑 学 的 新 发 展 是 模糊 逻辑 的 思想 。 它 提出 了 刘 乱 思维 的 理念 ， 
但 是 它 确实 是 对 传统 逻辑 边界 的 扩展 。 传 统 逻 辑 是 基于 集合 的 。 所 以 我 们 
有 猎犬 的 集合 、 狗 的 集合 以 及 棕色 物体 的 集合 。 我们 很 明确 什么 属于 该 集 
全 而 什么 不 属于 该 集合 。 如 果 我 们 在 公园 里 磁 到 一 只 纯 种 的 罗 德 西亚 痛 疹 
犬 ， 我 们 可 以 很 肯定 它 不 是 猫 大 集合 中 的 成 员 。 
模糊 集合 论 用 于 处 理 那 些 定义 不 严密 的 集合 。 如 果 我 们 有 一 个 “ 重 的 猫 
犬 ” 的 集合 会 怎样 。 一 只 猎犬 要 多 重 才 算 是 属于 这 个 集合 呢 ? 在 模糊 集合 中 ， 
成 员 属 性 有 具有 等 级 层次 ， 而 集合 的 边界 ， 如 什么 属于 什么 不 属于 也 是 模糊 的 。 
数学 允许 我 们 精确 地 定义 模糊 。 膛 辑 已 经 远 远 不 是 一 个 枯燥 无 味 的 学 科 。 从 
亚 里 十 多 德 开 始 走 到 现在 ， 它 已 经 是 现代 研究 和 应 用 中 的 一 个 非常 活跃 的 


”推理 的 清晰 线路 


加 


对 于 所 有 
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数学 家 们 尝试 通过 证 明 来 表明 他 们 的 理论 是 正确 的 。 对 于 有 理 有 据 又 无 懈 可 击 的 


论 闫 的 不 懈 追 求 ， 是 推动 纯 数学 不 断 进步 的 源泉 。 根 据 已 知 或 假设 的 前 提 条 件 ， 经 过 
一 系列 正确 的 推导 ， 
数学 知识 库 . 


最 终 使 数学 家 们 得 出 一 个 结论 ， 进 而 继续 丰富 着 我 们 已 建立 好 的 


正明 的 完成 已 要 经 历 一 在 坎 坷 一 一 它们 通常 都 经 历 了 相当 才 的 探索 和 
秋 败 。 效 学 冢 们 毕生 的 努力 ， 大 部 分 都 是 为 了 能 够 提供 出 这 些 证 明 。 一 个 
成 功 的 证 明 标 志 着 一 个 从 推测 和 猜想 中 诞生 出 的 新 理论 ， 将 已 建立 的 定理 
同 猜测 、 陪 明 的 创意 或 初 估 值 区 分 开 来 。 


征明 应 该 拥有 的 品质 包括 严格 ， 明 上 晰 ， 至 少 还 应 该 优雅 ， 最 后 还 要 有 洞 
军力 。 一 个 好 的 证 明 “ 人 能 够 给 我 们 更 多 智慧 "， 而 且 聊 胜 于 无 。 在 那些 未 被 证 
明 的 基础 上 建立 起 来 的 理论 ， 就 像 是 沙子 上 的 房屋 没有 根基 一 样 ， 相 当 和 危险 ， 

任何 一 个 证 明 都 不 可 能 吾 古 永存 ， 随 着 它 所 涉及 的 理念 不 断 发 展 ， 它 
也 必须 经 历 相应 的 修正 。 

什么 是 证 明 ” 当 你 读 到 或 听 到 一 个 数学 结果 时 ， 你 是 否 会 相信 它 ? 或 
者 说 什么 使 得 你 相信 它 ? 一 个 答案 是 : 它 是 一 种 听 起 来 富有 逻辑 的 论辩 ， 
从 你 所 接受 的 一 些 思想 ， 推 出 你 所 怀疑 的 一 些 陈 述 。 这 便 是 数学 家 们 所 称 
的 “证 明 “， 一 种 介 于 日 贡 用 语 和 严密 逻辑 之 间 的 混合 体 。 证 明 的 质量 有 好 
有 坏 ， 好 的 证 明 能 让 你 深信 不 疑 ， 而 不 好 的 证 明 会 让 你 仍然 心 存疑 惑 。 


数学 中 常用 的 证 明 方 法 包括 : 反例 法 、 直 接 法 、 间 接 法 、 数 学 归纳 法 。 


约 公元 前 300 年 人 公元 1637 年 
欧 几 里 得 的 《几何 原本 少 为 数学 笛 卡 儿 在 他 的 《 谈 谈 方法 4 一 书 
证 明 提 供 了 范例 中 将 数学 的 严谨 性 作为 一 种 典范 
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反例 法 ”让 我 们 从 怀疑 命题 正确 与 否 开 始 一 一 这 种 方法 用 于 证 明 一 个 不 
下 确 的 陈述 。 我 们 举 一 个 特殊 的 陈述 为 例 。 假 设 你 听 到 这 样 一 个 说 法 : 所 有 
的 整数 和 自身 相 乘 的 结果 都 是 偶数 。 你 相信 它 吗 ? 在 给 出 一 个 答案 之 前 ， 我 
们 应 当先 试 一 些 例子 。 假 设 我 们 现在 有 -- 个 整数 6， 将 它 和 自身 相 乘 后 得 到 
6X 扩 36， 我 们 发 现 ， 结 果 确 实 是 一 个 偶数 。 但 是 ， 扳 燕 不 成 复 。 这 个 说 法 定 
针对 任何 整数 的 ， 而 这 样 的 数 有 无 穷 多 个 。 为 了 更 全 面 地 感受 这 个 问题 ， 我 
们 应 当 多 试 一 些 例子 。 例 如 ， 试 验 一 下 9， 我 们 发 现 9X9=81。 但 是 81 征 一 
个 奇数 。 这 意味 着 所 有 整数 和 自己 相 乘 都 得 偶数 的 说 法 是 错误 的 。 这 样 一 个 
例子 和 原始 的 说 法 是 相悖 的 ， 因 此 这 种 方法 称 为 反例 法 。 对 于 “所 有 天 悉 都 
是 白色 的 ”这 样 一 个 说 法 的 反例 法 证 明 ， 应 当 是 找 出 一 只 黑色 的 天 狠 。 数 字 
中 很 多 有 趣 的 地 方 ， 就 是 要 寻找 一 个 反例 ， 来 否定 一 个 看 起 来 正确 的 定理 。 

如 果 找 不 出 这 样 一 个 反例 ， 我 们 就 会 觉得 这 个 陈述 可 能 是 正确 的 。 接 
下 来 数学 家 们 会 玩 一 个 不 同 的 游戏 。 那 束 定 ， 需要 构建 一 个 证 明 ， 而 一 种 
最 直截了当 的 证 明 方 法 就 是 直接 法 。 

直接 法 ”在 直接 法 中 ， 我 们 根据 已 经 确定 的 或 者 假设 的 理论 ， 经 过 之 
辑 严 密 的 论 辨 ， 最 终 得 到 结论 ， 这 是 一 个 顺序 的 过 程 。 如 果 可 以 做 到 这 点 ， 
我 们 就 得 到 了 一 个 定理 。 我 们 无 法 证 明 所 有 整数 和 自己 相 乘 都 得 偶数 ， 因 
为 我 们 已 经 反驳 了 它 。 但 是 我 们 仍然 可 以 证 明 某 些 事情 。 在 上 面 的 例子 中 ， 
第 一 个 例子 6 和 反例 9 之 间 的 区 别 是 ， 第 一 个 数 是 偶数 而 第 二 个 数 是 奇数 。 
我 们 可 以 将 假设 改变 。 一 个 新 的 陈述 是 ， 如 果 我 们 将 一 个 偶数 和 自 喘 相 屎 ， 
那么 结果 必然 是 偶数 。 

兰 先 ， 我 们 可 以 尝试 以 其 他 的 数字 为 例 ， 我 们 发 现 这 个 陈述 每 次 都 
是 正确 的 ， 我 们 找 不 出 任何 一 个 反例 。 现 在 改变 方向 ， 让 我 们 尝试 证 明 
它 ! 但 是 如 何 开 始 呢 ?我 们 可 以 从 一 般 的 偶数 n 开始 ， 但 是 这 看 起 来 似 
乎 有 点 抽象 ， 我 们 将 会 看 到 ， 如 何 通过 着 眼 于 具体 的 数字 ， 例 如 6， 来 
空 成 证 明 。 正 如 你 所 知道 的 ， 所 有 偶数 都 是 2 的 倍数 ，6=2X3。 由 于 


1967 年 1976 年 


德 摩根 引入 了 “ 数 E. 毕 晓 普 | Errett Bishop } 通过 建 拉 卡 托 斯 (Imre Lakatos】 发 
学 归纳 法 ”一 词 设 性 的 方法 完成 一 个 特别 的 证 明 表 了 深 具 影响 力 的 Proofs and 
Refutations (人 证明 和歌 斥 上 稍 j 
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6X 6=-0+6+6+6+6+6， 或 者 ， 写 成 另 一 种 方式 ， 日 区 6=2X3+2X3H2X3H7X3 
+2X3+2X3， 或 者 ， 利 用 括号 重 写 为 


OX0=2X (3+3+3+3+3+3) 


这 意味 着 6X6 是 2 的 倍数 ， 即 它 是 一 个 偶数 。 但 是 ， 在 这 个 论辩 过 程 中 ， 
6 并 没有 什么 特殊 之 处 ， 我 们 同样 可 以 从 n=2 Xk 开始， 得 到 


nxX n=2 Xx (KtEtEtEHEHE) 


过 而 得 到 结论 nxn 是 偶数 。 我 们 的 证 明 完 成 了 。 过 去 ， 像 欧 几 里 得 这 样 的 
数学 家 ， 经 常 在 证 明 的 结尾 处 写 上 “QED"， 表 示 工 作 完成 一 一 这 是 拉丁 语 
quod erat demonstrandum 被 证 明 的 ) 的 缩写 。 而 现在 ， 他 们 会 使 用 一 个 实 
心 的 正方 形 国 。 这 被 称 为 哈 尔 莫 斯 (halmos) 符号 ， 是 由 保罗 。 哈 尔 莫 其 
(Paul Halmos) 引 | 人 的 。 


间接 法 ”在 这 种 方法 中 ， 我 们 首先 假设 结论 是 错误 的 ， 然 后 通过 逻辑 
伦 状 证 明 这 与 前 提 相 了 矛盾。 让 我 们 用 这 种 方法 来 证 明 前 面 那个 结论 。 


我 们 的 前 提 是 n 是 偶数 ， 而 我 们 要 假设 nxn 是 奇数 。 我 们 可 以 将 其 展 
开 为 nXn=ntnt…+n， 总 共有 nn 个 n。 这 意味 着 n 不 能 是 偶数 (因为 如 果 它 
是 偶数 的 话 ，n Xxn 将 是 偶数 )。 因 此 ，7 是 奇数 ， 这 与 前 提 相 牙 盾 。 故 


以 上 是 间接 法 的 一 个 非常 简单 的 形式 ， 将 则 接 法 的 威力 发 挥 到 极致 的 
是 一 种 称 为 归 订 法 (reductio ad absurdam ) 的 方法 ， 古 希 腊 人 对 这 种 方法 情 
有 独 钟 。 在 雅典 学 院 派 中 ， 苏 格 拉 底 和 柏拉图 喜欢 将 一 个 论点 的 相反 观点 
因 略 于 政 盾 之 网 中 ， 而 在 这 张 网 的 外 边 ， 则 是 他 们 想 要 证 明 的 论点 。 关于 2 
的 平方 根 是 无 理 数 的 经 典 证 明 便 是 以 这 种 形式 完成 的 。 它 首先 假设 2 的 平 
方 根 是 一 个 有 理 数 ， 然 后 得 出 一 个 与 之 相 矛 盾 的 结果 。 


数学 归纳 法 ”数学 归纳 法 是 一 种 非常 强大 的 证 明 方 法 ， 用 于 证 明 一 系 
列 的 陈述 已 , P,, P…… 都 是 真实 的 。 这 种 方法 是 由 奥 古 斯 都 . 德 摩根 于 19 
世纪 30 年 代 正式 确认 的 ， 他 将 这 种 人 们 已 经 知道 了 几 百 年 的 方法 形式 化 。 
这 种 特殊 的 方法 《〈 不 要 与 科学 归纳 法 相 混 清 ) 被 广泛 地 用 于 证 明 与 整数 相 
关 的 陈述 。 它 在 图 论 、 数 论 以 及 计算 机 科学 等 方向 尤其 有 用 。 举 一 个 实用 
的 例子 ， 考 虑 一 下 奇数 相 加 的 问题 。 例 如 ， 前 三 个 奇数 113+5 得 9， 而 前 


四 个 奇数 1+3+5+7 得 16。 可 以 看 到 9 等 于 3X3=3， 而 16 等 于 4X4=4 
那么 ， 是 否 可 以 说 前 个 奇数 相 加 的 结果 等 于 ww 呢 ? 如 果 我 们 随机 选 一 个 
数值 n， 如 n=7， 我 们 确实 会 发 现 前 7 个 奇数 相 加 1+3+5+7+9+11+13=49， 
下 好 等 于 7。 但 是 ， 这 个 规律 适用 于 所 有 的 数值 n 吗 ? 我们 如 何 能 保证 这 
上 态 ? 这 确实 是 一 个 问题 ， 因 为 我 们 无 法 一 个 个 地 去 检验 无 穷 多 的 例子 ，。 

这 正 是 数学 归纳 法 的 用 武之 地 。 非 正式 地 说 ， 它 是 一 种 多 米 诺 骨 有 牌 式 
的 证 明 方 法 。 这 种 比喻 十 分 形象 ， 就 像 一 行 依次 站 列 的 和 多米诺 骨牌 。 如 果 
一 只 骨牌 倒 下 ， 它 会 将 下 一 个 相 邻 的 骨牌 也 撞 倒 。 很 明显 ， 我 们 只 要 使 得 
第 一 只 骨牌 倒 下 ， 那 么 所 有 的 骨牌 都 会 倒 下 。 我 们 可 以 将 这 种 思考 方式 运用 
到 奇数 问题 上 上。 陈述 PP, 说 前 n 个 奇数 相 加 的 结果 是 ww。 数学 归纳 法 首先 建 
立 起 一 连 串 的 陈述 Pi, P,, P…… 要 证 明 它们 都 是 真实 的 。 陈 述 P| 显然 是 真 
的 ， 因 为 |=1"。 接 下 来 ，P, 也 是 真 的 ， 因 为 1+3=1 +4=2 ，P, 是 真 的 ， 因 为 
1+3+5=2”+5=3*”， 以 及 ，P, 是 真 的 ， 因 为 1+3+5+7=3+7=4 。 我 们 用 前 一 步 的 
结果 来 得 出 下 一 个 结果 。 这 个 过 程 可 以 被 形式 化 ， 从 而 构建 数学 归纳 法 。 

证 明 的 困难 证 明 具 有 各 种 各 样 的 风格 和 规模 。 有 的 非常 简洁 明快 ， 
尤其 是 那些 在 课本 中 出 现 的 证 明 。 而 有 些 最 近 的 研究 ， 其 证 明细 节 可 以 占 
据 一 整 期 杂志 的 刊 幅 ， 用 掉 数 以 千 计 的 纸张 。 对 于 这 些 证 明 ， 很 少 有 人 能 
够 弄 清 它们 的 整个 论辩 过 程 。 

还 有 一 些 基 本 的 问题 存在 争论 。 例 如 ， 当 间接 法 中 的 归 让 法 被 用 于 证 
明 存 在 性 问题 时 ， 少 数 数学 家 们 会 对 此 不 高 兴 。 如 果 一 个 方程 不 存在 解 的 假 
设 最 终 导 致 了 了 矛盾 ， 是 否 足 以 说 明 不 人 存在 解 呢 ? 这 种 证 明 方 法 的 反对 者 们 声 
称 ， 这 其 中 的 逻辑 是 诡辩 的 ， 它 并 不 能 实际 地 告诉 我 们 如 何 去 构建 一 个 具体 
的 解 。 他 们 被 称 为 “构成 庆 ”( 程 度 这 浅 不 一 )， 认 为 这 种 证 明 方 法 无 法 给 出 
“数值 意义 ”。 他 们 对 那些 将 归 廖 法 作为 数学 军械 库 中 核心 武器 的 古典 数学 家 
们 大 加 嘲笑 。 另 一 方面 ， 那 些 更 加 传统 的 数学 家 们 会 说 ， 如 果 禁 止 这 种 论辩 
方法 ， 就 意味 着 像 将 一 只 腹 膊 捆 在 背后 工作 一 样 ， 并 有 旦 ， 否 定 由 这 种 间接 法 
所 证 明 的 如 此 多 的 结论 ， 将 会 使 得 剩 下 的 数学 之 毯 看 起 来 破旧 不 堪 。 


已 成 正则 
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来 全 


正 可 搁 : 布尔 巴 基 (Nicholas Bourbaki ) 是 法 国学 院 派 自己 选 出 的 一 个 群体 的 笔 
名 ， 他 们 想 要 以 “正确 的 方式 ”将 整个 数学 以 自 下 而 上 的 方式 重 写 一 遍 ， 他 们 大 胆 主 
水 所 有 一 切 都 应 当 基 于 集合 论 。 公 理 法 是 其 中 的 核心 ， 而 他 们 所 出 版 的 书籍 都 是 以 
定义、 定理 和 证 明 ” 的 严谨 风格 撰写 的 。 这 也 是 20 世 纪 60 年 代 的 现代 数学 运动 的 推 
动力 所 在 . 


康 托 尔 出 于 健全 实数 理论 的 愿望 ， 创 立 了 集合 论 。 尽 管 开 始 时 受到 了 
不 尘 侦 见 和 批评 ， 但 是 在 19 世纪 和 20 世纪 之 交 ， 集合 论 作 为 数学 的 一 个 
分 区 被 最 终 确 立 起 来 。 
什么 是 集合 ”集合 可 以 被 认为 是 一 些 对 象 的 汇合 。 这 种 说 
法 里 然 不 正式 ， 却 抓 住 了 它 的 主要 思想 。 这 些 对 人 象 本 身 被 称 为 
集合 的 “元 素 ” 或 “成 员 ”。 如 果 我 们 写 出 一 个 集合 4， 它 含 
有 一 个 成 员 a， 正 如 康 托 尔 所 做 的 ， 我 们 可 以 将 其 写 为 ae 4， 
一 个 例子 是 4={1,2,3,4,5}， 我 们 可 以 写 出 1 s 4， 表 示 其 成 员 
关系 ， 以 及 6 4， 表示 其 非 成 员 关 系 ， 

和 BB 的 并 和 集 集合 可 以 通过 两 种 重要 的 方式 组 合 。 如 果 4 和 B 是 两 个 集合 ， 那 么 由 4 
中 的 元 素 或 正中 的 元 素 〈 或 同时 属于 二 者 的 元 素 ) 组 成 的 集合 称 为 这 两 个 集 
合 的 并 集 ， 记 为 4UB。 它 也 可 以 表示 为 韦 恩 图 ， 由 维多利亚 女王 时 代 的 数学 
家 约 贿 " 韦 恩 的 名 字 命 名 ， 欧 拉 甚 至 在 更 早 的 时 候 也 使 用 过 类 似 的 图 表 表 示 。 

合 4 站 1B 由 同时 属于 集合 4 和 集合 8 的 元 素 组 成 ， 称 为 这 两 个 集合 
的 “交集 ”。 
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A 1872 年 1881 年 
康 托 尔 迈 出 了 创立 集 人 台 论 的 试探 性 的 一 步 韦 轧 提出 的 “ 韦 恩 图 ”得 到 了 普及 


如 二 4=f12,3,4.5}， 并 且 有 Bf113.5.7,10.211， 那 委 并 集 4UPE 
(1,2,3,4, 3,7,10.211， 奖 集 4 门 B={1,3,5}。 如 果 把 4 看 作 是 全 集 上 5 的 一 
部 分 ， 那 么 我 们 可 以 定义 补 集 一 4， 由 属于 EE 但 不 属于 4 的 元 素 组 成 。 

作用 于 集合 的 运算 符 U 和 门类 似 于 代数 中 的 x 和 + 运算 符 。 另 外 
加 上 求 补 运算 符 一 ， 我 们 得 到 了 一 个 “集合 代数 ”"。 印 度 出 生 的 英国 数 
学 家 奥 古 斯 都 * 德 摩根 ， 用 公式 表示 出 了 这 三 种 运算 符 一 起 使 用 时 的 
运算 法 则 。 使 用 我 们 现代 的 符号 ， 德 摩根 的 法 则 是 

-AUB— AN -DB) 
(A118 -AYU(- DA) 


人 性 论 在 处 理 有 限 集 时 并 不 会 出 现 什么 问题 ， 因 为 我 们 可 以 列 出 
它们 的 所 有 元 素 ， 例 如 4={f1, 2, 3, 4, 5}。 但 是 在 康 托 尔 的 年 代 ， 无 限 
集 对 他 们 来 说 更 具 挑 战 。 

康 托 尔 将 集合 定义 为 具有 特定 属性 的 元 素 的 汇合 。 考 虑 集合 {11, 12， 
13, 14, 15, …}， 所 有 大 于 10 的 整数 。 因 为 这 个 集合 是 无 限 的 ， 所 以 我 们 不 
加 能 将 它 的 所 有 元 素 都 写 下 来 ， 但 是 我 们 仍然 可 以 指定 它 ， 因 为 它 的 所 有 
元 束 祁 有 一 个 共同 的 属性 。 跟 随 康 托 尔 的 指引 ， 我 们 将 其 写 为 4={x:x 是 大 
于 10 的 整数 }， 其 中 冒号 表示 “使 得 ” 

在 最 原始 的 集合 论 里 ， 我 们 也 可 以 有 一 个 抽象 物体 的 集合 ， 4={x:x 是 

个 抽象 物体 }。 在 这 种 情况 下 ，4 本 身 就 是 一 个 抽象 物体 ， 因 此 ， 可 能 有 
A4eA4。 但 是 ， 如 果 允 许 这 种 关系 存在 的 话 ， 会 产生 出 一 些 严 重 问题 。 英 国 
哲学 家 伯 特 兰 。 罗 素 偶然 间 进 出 了 这 样 一 个 想法 ,集合 8 是 由 所 有 不 包含 
它们 自身 的 物体 所 组 成 的 集合 。 用 符号 表示 为 只 Jrxerl， 


控 后 他 问 了 这 样 一 个 问题 “Se 5S 吗 ? ”如 果 答 案 是 “属于 ”的 话 ， 那 


1931 年 1939 年 1964 年 


哥 德 泵 证 明了 任何 正式 的 公理 化 法 国 数学 家 第 一 次 使 用 科恩 证 明了 连续 
数学 系统 都 包含 不 可 判定 的 命题 了 笔名 布尔 巴 基 统 假设 的 独立 性 
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么 5 必须 满足 5 的 定义 句 ， 因 此 SgS。 另 一 方面 ， 如果 答案 是 “不 属于 ” 
的 话 ， 那 么 Sg S， 因 此 5 不 满足 5={x:xsx} 的 定义 关系 ， 即 SeS。 风 素 的 
问题 最 终 以 这 个 陈述 〈 轴 素 悖 论 的 基础 ) 结束 ， 

Ses 当日 仪 当 SeS 


这 类 似 于 “理发 师 悖 论 ”。 一 个 乡村 理发 师 对 当地 居民 宣称 他 只 为 那些 不 为 
目 己 理发 的 人 理发 。 问 题 产 生 了 : 他 是 否 该 为 自己 理发 ? 如 果 他 不 为 自己 
理发 的 话 ， 则 他 应 该 为 自己 理发 。 如 果 他 为 自己 理发 的 话 ， 他 又 不 应 该 为 
自己 理发 。 


坟 开 这 些 尾 论 (可 以 礼貌 地 称 它们 是 “ 自 相 牙 盾 ”) 是 万 分 必要 的 。 对 于 
数学 家 来 说 ， 绝 对 不 允许 系统 中 产生 出 了 矛盾。 罗素 创 立 了 类 型 论 ， 仅 仅 当 a 
属于 比 4 更 低 的 类 型 时 ， 才 允许 a e 4， 由 此 可 以 避免 $ e 5 这 样 的 表示 法 。 


为 一 种 避免 目 相 矛盾 的 方法 是 将 集合 论 形式 化 。 在 这 种 方法 中 ， 我 们 
并 不 担心 集合 目 身 的 本 性 ， 但 是 要 列 出 形式 化 的 公理 来 指定 处 理 它们 的 规 
则 。 硕 腊 人 尝试 使 用 过 类 似 的 方法 处 理 他 们 自己 的 问题 一 一 他 们 不 需要 解 
释 什么 是 直线 ， 而 仅仅 需要 说 明 如 何 对待 它 们 。 

人 在 集 合 论 的 例子 里 ， 这 是 策 梅 罗 -弗兰克 尔 (Zermelo-Fraenkel)〉 公理 
的 起 源 ， 它 防止 了 过 于 “ 斋 大 ”的 集合 出 现在 他 们 的 系统 中 。 它 有 效 地 阻 
止 了 危险 的 发 生 ， 如 出 现 所 有 集合 所 组 成 的 集合 。 


如 德尔 定理 ”澳大利亚 数学 家 克 尔 特 。 哥 德尔 将 那些 从 悖 论 中 逃离 出 
来 想 要 窗 人 公理 系统 的 危险 拒 之 门 外 。1931 年 ， 哥 德尔 证 明了 即使 对 于 最 
简单 的 形式 系统 ， 仍 然 存 在 这 样 的 陈述 ， 它 们 的 真 假 无 法 在 这 些 系统 中 推 
吐出 来 。 非 正式 地 说 ， 存 在 系统 中 的 公理 无 法 触及 到 的 陈述 。 它 们 是 不 可 
判定 的 陈述 。 出 于 这 个 原因 ， 机 德尔 定理 被 解释 为 “不 完备 性 定理 ”。 这 个 
结论 钙 应 用 在 策 梅 罗 -弗兰克 尔 系 统 和 其 他 系统 中 。 


基数 ”集合 中 的 元 素 个 数 可 以 很 容易 地 被 数 出 来 ， 例 如 4={1,2,3,4,5} 
有 5 个 元 聚 ， 因 此 我 们 称 它 的 “基数 ”为 5， 并 写 为 card(4)=5。 不 严格 地 
说 ， 基 数 用 于 度量 一 个 集合 的 “大 小 ”。 


根据 康 托 尔 的 集合 论 ， 分 数 集 Q 和 实数 集 R 相差 甚 远 。 集 合 Q 可 以 表 


示 为 一 个 序列 ， 而 集合 R 则 不 行 ( 见 第 7 章 )。 尽 管 这 两 个 集合 都 是 无 穷 
的 ， 和 集合 R 却 比 集合 QQ 有 着 更 高 阶 的 无 穷 。 数 学 家 们 将 card(Q) 记 为 希 伯 
来 字母 No， 而 card(R)=c。 由 此 看 来 ，N, < ce。 


连续 统 假设 ” 康 托 尔 在 1878 年 发 现 了 连续 统 假设 ， 这 个 假设 说 的 是 
比 Q 的 无 穷 更 高 一 级 的 无 穷 是 c 的 无 穷 。 换 名 话说， 连续 统 假设 声称 没有 
这 样 一 个 集合 ， 它 的 基数 严格 介 于 Nu 和 ec 之 间 。 尽 管 康 托 尔 相信 这 个 假设 
是 真实 的 ， 但 是 不 论 他 如 何 努 力 ， 都 无 法 将 其 证 明 。 而 如 果 想 要 将 它 证 伪 ， 
则 需要 找到 一 个 R 的 子 集 X ， 使 得 蕉 ，<card( X )<c， 但 是 他 同样 做 不 到 这 
一 点 。 所 以 康 托 尔 很 挣扎 ，。 


这 个 问题 是 如 此 重要 ， 以 至 于 1900 年 ， 德 国 数学 家 大 卫 。 和 希 尔 伯 特 在 
巴黎 向 国际 数学 大 会 陈述 时 ， 把 这 个 问题 放 在 了 他 所 排出 的 下 世纪 中 最 显 
著 的 23 个 问题 的 名 单 的 第 一 位 上 。 


哥 德 尔 坚信 这 个 假设 是 错误 的 ， 但 是 他 没有 能 够 证 明 它 。 而 他 却 证 明 
了 (在 1938 年 ) 在 集合 论 方面 这 个 假设 和 策 梅 罗 -弗兰克 尔 公 理 是 相 容 的 。 
四 分 之 一 个 世纪 以 后 ， 保 罗 “。 科 恩 证 明了 该 假设 无 法 从 策 梅 罗 - 弗 兰 殉 尔 公 
理 推导 出 来 ， 震 惊 了 哥 德 尔 和 逻辑 学 家 们 。 这 等 同 于 证 明了 公理 和 该 假设 
的 否 命 题 是 相 容 的 。 结 合 哥 德尔 1938 年 的 结论 ， 科 恩 证 明了 连续 统 假设 和 
集合 论 中 的 其 他 公理 之 间 是 彼此 独立 的 。 


这 个 情况 本 质 上 和 几何 中 的 平行 公设 与 其 他 欧 几 里 得 公理 相 独 立 《〈 见 
第 27 章 ) 非常 类似 。 而 那个 发 现 导致 了 非 欧 几 何 的 大 力 发 展 ， 也 许 正 是 它 
促进 了 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 发 展 。 类 似 地 ， 连 续 统 假 设 可 以 在 不 打扰 其 他 集 
合 论 公理 的 情况 下 被 接受 或 否定 。 在 科恩 的 创举 之 后 ， 一 个 全 新 的 领域 被 
创立 起 来 ， 并 且 吸 引 了 随后 一 代 代 的 数学 家 们 ， 他 们 一 直 在 沿用 科恩 证 明 
连续 统 假设 时 所 使 用 的 拉 术 。 


化 整 为 容 
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微 积分 是 一 种 帝 算 方法 ， 所 以 数学 家 们 有 时 候 将 其 称 为 “逻辑 演算 ”或 “概率 演 
外 ， 等 等 。 但 是 ， 毋 庸 置疑 的 是 ， 只 有 一 个 微 积分 ， 一 个 纯粹 而 朴素 的 微 积分 ， 表 
示 为 大 写字 母 C. 


做 积 分 是 数学 中 的 一 门 中 心 学 科 。 它 的 应 用 如 此 之 广 ， 以 至 于 如 果 我 
们 听 说 某 个 科学 家 、 工 程 师 或 是 定量 经 济 学 家 不 曾 使 用 过 微 积分 ， 那 将 是 
一 件 不 可 思议 的 事情 。 微 积分 的 历史 和 艾 萨 克 。 和 牛顿 以 及 芝 特 弗 里 德 。 全 布 
尼 次 这 两 位 17 世纪 的 先驱 密 不 可 分 。 他 们 的 相似 理论 引发 了 一 场 关 于 谁 是 
微 积分 的 发 现 者 的 争论 。 事 实 上 ， 这 两 个 人 是 彼此 独立 地 得 到 了 各 目的 结 
论 ， 而 且 他 们 所 使 用 的 方法 也 相去 其 远 。 

从 那 以 后 ， 微 积分 便 成 为 了 一 门 庞 大 的 学 科 。 每 一 代 的 数学 家 们 都 汪 
加 了 他 们 认为 后 代 们 应 该 学 习 的 东西 ， 因 此 ， 当 代 关 于 微 积分 的 教科 书 已 
经 泰 计 超 过 了 上 和 干 页 ， 同 时 也 衔 生出 许多 其 他 的 内 容 。 对 于 所 有 这 些 增补 
的 内 容 ， 其 本 质 仍 是 微分 和 积分 ， 这 丙 座 由 牛顿 和 莱 布 尼 芯 建立 起 来 的 微 
株 分 的 双 峰 。 这 两 个 词 分 别 来 自 于 莱 布 尼 芯 的 differentialis (分 解 ， 或 “ 拆 
分 ”) 以 及 integralis ( 求 和 ， 或 “合并 ”)， 

用 拉 术 语言 来 说 ， 微 分 涉及 测量 “变化 ”， 而 积分 涉及 测量 “面积 ” 
但 是 ， 微 积分 的 最 璀璨 之 处 在 于 它们 是 同一 枚 硬币 的 相反 两 面 一 微分 和 
积分 是 彼此 的 逆 过 程 。 微 积分 确实 是 一 门 学 科 ， 而 你 一 定 要 了 解 它 的 两 
个 方面 。 难 怪 吉 和 尔 伯 特 和 沙 利文 会 在 音乐 剧 《 潘 赞 斯 的 海 赛 》 中 的 “yery 
model of a modern Major General”( 当代 少将 的 真正 楷模 ) 一 曲 中 对 它们 两 
个 有 如 此 自豪 的 宣言 


17 世纪 60 年 代 至 17 世纪 70 年 代 


治 诺 通过 一 个 廖 论 嘲笑 了 牛顿 和 药 布 尼 茨 迈 出 了 微 积 分 的 第 一 步 
无 穷 小 的 概念 


约 公 元 前 450 年 
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关于 直角 三 角形 斜 边 的 平方 有 很 多 令 人 愉悦 的 事实 。 而 我 非常 善 

于 计算 积分 和 微分 。 

微分 科学 家 们 喜欢 进行 “思想 实验 ”- 一 尤其 是 爱 因 斯 坦 . 设想 我 
们 站 在 峡谷 上 空 的 一 座 桥 上 ， 并 准备 于 下 一 块 石头 ， 会 发 生 什 么 事情 呢 ? 
忆 直 和 买 验 的 优点 就 在 于 我 们 不 必 真 的 亲自 站 在 那里 。 我 们 可 以 完成 一 些 不 
可 能 的 事情 ， 例 如 在 半空 中 让 石头 停 下 来 ， 或 者 在 -上 段 很 短 的 时 间 间 阶 里 
以 慢 镜 头 的 方式 观察 它 。 

恨 据 牛顿 的 万 有 引力 定律 ， 石 头 会 落下 来 。 这 没有 什么 值得 惊奇 的 . 
受到 地 球 的 吸引 ， 石 头 下 落 的 速度 会 随 着 秒表 上 指针 的 转动 变 得 越 来 越 快 . 
亿 想 实验 的 另 一 个 优点 是 我 们 可 以 忽略 掉 像 空气 阻力 这 样 的 复杂 因 素 。 

在 一 个 给 定 的 时 刻 ， 例 如 当 石 头 被 释放 后 秒表 的 精确 读数 为 3 秒 时 ， 
石头 下 沙 的 速度 是 多 少 呢 ? 我 们 如 何 将 它 计 算出 来 ? 我 们 当然 可 以 测量 出 
平均 速度 ， 但 是 现在 的 问题 是 要 测量 瞬时 速 庶 . 鉴于 这 是 一 个 思想 实 
验 ， 我 们 为 什么 不 让 石头 在 半空 中 停 下 来 ， 人 然后 引 它 在 接 下 来 一 段 很 短 
的 时 间 里 下 降 一 小 段 距 离 呢 ? 如 果 我 们 将 这 段 额外 的 距离 除 以 额外 的 时 
间 ， 我 们 将 得 到 石头 在 这 个 时 间 段 内 的 平均 速度 。 通 过 使 得 这 段 时 间 越 
来 越 短 ， 这 个 平均 速度 将 越 来 越 接近 我 们 让 石头 售 下 来 的 财 一 刻 的 瞬时 144 上 -一 ~ 
速度 。 这 个 极限 的 过 程 便 是 微 积 分 草 伟 的 基本 思想 ， 

我 们 也 许 想 尝试 使 得 石头 下 降 的 这 段 额外 时 间 为 0。 但 是 在 我 们 的 
全 想 实验 中 ， 石 块根 本 就 没有 动 过 。 它 没有 移动 任何 的 距离 ， 也 没有 
耗费 掉 任何 的 时 间 ! 因此 ， 它 给 了 我 们 一 个 0/0 的 平均 速度 ， 爱 尔 兰 哲 
学 家 介 克 利 (Bishop Berkeley) 对 其 有 一 个 非常 得 名 的 描述 :“ 逝 去 量 的 鬼 


唱 。 我 们 无 法 决定 这 个 表达 式 的 值 一 一 实际 上 ， 它 是 毫 无 意义 的 。 这 条 路 
会 将 我 们 带 人 数字 的 沼泽 中 。 

雪 想 走 得 更 远 ， 我 们 需要 一 些 符 号 。 将 下 降 的 距离 y 和 所 耗费 的 时 间 x 
联系 起 来 的 精确 会 式 是 由 伽利略 得 出 的 


19 世纪 20 年 代 1902 年 


伯克利 注意 到 了 读 柯 西 以 一 种 更 加 严谨 的 向 过 提出 了 对 曼 积分 勒 员 格 提出 了 勒 贝 
理论 基础 上 的 弱点 方式 将 该 理论 形式 性 格 积分 的 理论 
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=16XxYx 


选择 因数 “16” 是 因为 使 用 了 英尺 和 秒 作为 测量 单位 。 如 果 我 们 想 要 
知道 石头 在 3 秒 内 下 降 的 有 距离， 我 们 只 需要 将 x=3 代入 上 边 那个 公式 中 ， 
得 出 的 答案 为 y=16X3=144 英尺 。 但 是 ， 我 们 如 何 能 计算 出 石头 在 x=3 时 
刻 的 速度 呢 ? 


让 我 们 将 这 段 时 间 增 加 0.5 秒 ， 然 后 看 一 下 石头 在 3 秒 到 3.5 秒 之 间 
又 过 了 多 长 的 距离 。 在 3.5 秒 时 ， 石 头 经 过 的 距离 为 y=16X3.5 汪 196 英尺 ， 
因此 ， 在 3 秒 到 3.5 秒 之 间 ， 石 头 下 降 的 距离 为 196-144=52 英尺 。 由 于 速 
度 是 距离 除 以 时 间 的 商 ， 因 此 这 段 时 间 内 石头 的 平均 速度 为 52/0.5=104 英 
八 / 秒 .这 个 值 接近 于 x=3 时 刻 的 瞬时 速度 ， 但 是 你 会 说 0.5 秒 并 不 是 一 个 
足够 小 的 量 。 使 用 一 个 更 短 的 时 间 间 隔 ， 例 如 0.05 秒 ， 重 复 以 上 过 程 ， 我 
们 可 以 得 到 下 降 的 距离 为 148.84-144=4.84 英尺 ， 从 而 平均 速度 为 4.84/0.05 
=96.8 美 尺 / 秒 。 这 确实 与 石头 在 第 3 秒 时 (x=3) 的 瞬时 速度 更 加 接近 了 。 


我 们 必须 勇敢 面 对 计算 石头 在 x 秒 和 稍微 靠 后 的 x+h 秒 之 间 平 均 速度 
的 问题 。 经 过 少量 的 符号 推导 ， 我 们 可 以 得 到 结果 


I6x (2x)H16Xh 


随 者 令 h 越 来 越 小 ， 就 像 我 们 从 0.5 换 到 0.05 一 样 ， 我 们 发 现 其 中 第 一 项 
是 不 受 影响 的 (因为 它 不 涉及 h)， 而 第 二 项 会 变 得 越 来 越 小 。 由 此 ， 我 们 
得 出 结论 

=]16 Xx (2x) 
其 中 v 是 石头 在 x 时刻 的 瞬时 速度 。 例 如 ， 石 头 在 1 秒 后 (x=1) 的 瞬时 速 
度 为 16X(2Xx1)F32 英尺 / 秒 ， 而 3 秒 后 的 瞬时 速度 为 16XCX3F96 英尺 / 秒 。 


如 果 我 们 将 伽利略 的 距离 公式 y=16Xx 和 这 个 速度 公式 v=16X (2x) 相 
比较 ， 我 们 发 现 其 本 质 的 区 别 是 x 变 成 了 2x。 这 实际 上 是 微分 的 作用 ， 由 
=x 得 到 &= 2x 。 和 牛顿 将 总 = 2x 称 作 “ 流 数 ”， 而 将 变量 二 称 作 “流光 因 
为 他 是 根据 流量 来 思考 的 。 在 今天 ， 我 们 通常 写 为 x =x*， 并 把 它 的 导数 写 
为 du/dx =2x 。 这 最 初 是 由 芋 布 尼 芯 引入 的 ， 这 种 记 法 的 延续 使 用 也 体现 了 
莱 布 尼 菊 的 “d” 主 义 胜 过 了 牛顿 的 最 爱 。 
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下 落 的 石头 仅仅 是 一 个 例子 ， 如 果 x 用 来 表示 其 他 的 意义 ， 我 
们 同样 可 以 计算 导数 ， 这 在 其 他 的 许多 上 下 文中 也 是 非常 有 用 的 。 
这 其 中 有 一 个 模式 ， 导 数 的 形式 是 和 以 前 的 指数 相 乘 并 将 它 减 1 作 
为 新 的 指数 。 

积分 ”积分 的 第 一 个 应 用 是 计算 面积 。 要 测量 一 条 曲线 下 方 的 
面积 ， 可 以 先 将 它 划分 为 若干 近似 于 矩形 的 条 带 ， 每 个 条 带 的 宽度 为 
dr。 通 过 计算 每 个 条 带 的 面积 ， 并 将 它们 加 起 来 ， 我 们 可 以 得 到 “总 
和 ” 即 总 的 面积 。 莱 布 尼 茨 引入 了 符号 5 表示 总 合 ， 并 且 使 用 了 一 个 拉 长 的 
形式 | 。 每 个 矩形 条 带 的 面积 是 wdx， 因 此 曲线 下 方 的 0 到 x 之 间 的 面积 4 为 


上 4= [ud 
加 果 我 们 所 观察 的 曲线 是 w=x ， 那 么 给 面 积 是 通过 将 曲线 下 方 区 域 划分 为 jua 
若干 矩形 条 带 ， 并 将 其 加 起 来 计算 出 近似 面积 ， 然后 利用 一 个 对 于 条 市 坑 
度 的 极限 过 程 得 出 的 。 最 终 的 答案 是 OO 
A=x /3 人 5 


对 于 不 同 的 曲线 ( 即 的 其 他 不 同 表达 式 )， 我 们 仍然 可 以 计算 积分 。 一 = 2 
讨 像 导数 一 样 ， 关 于 x 的 寡 的 积分 也 有 一 个 通用 的 模式 。 积 分 的 形式 是 除 ”一 | mvor+l 
以 “以 前 的 指数 +1”， 然 后 将 其 加 1 作为 新 的 指数 。 

蕉 瑰 的 结论 ”如 果 我 们 对 积分 4- PP/3 求 微分 ， 将 得 到 原来 的 ux。 如 
果 我 们 对 导数 duwdx=2 进行 积分 ， 同 样 得 到 了 原来 的 w=x*。 微 分 是 积分 的 
道 过 程 ， 这 是 我 们 所 熟知 的 微 积分 基本 定理 ， 也 是 所 有 数学 中 最 重要 的 定 
理 之 一 。 

如 果 没 有 微 积 分 ， 就 不 会 有 轨道 上 的 人 造 卫 星 ， 也 不 会 有 经 济 学 理论 ， 

而 统计 学 也 会 变 成 一 个 截然 不 同 的 学 科 。 在 涉及 变化 的 地 方 ， 我 们 总 会 发 


现 微 积 分 。 
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证 伪 通 常 是 一 件 因 难 的 事情 ， 但 是 数学 中 一 - 些 最 伟大 的 胜利 恰恰 就 是 做 到 了 这 一 
上 凡 。 这 意味 着 要 证 明 某 些 事情 是 不 可 能 做 到 的 。 变 圆 为 方 是 不 可 能 的 ， 但 是 我 们 如 何 
证 明 这 一 点 呢 ? 


证 希腊 人 有 4 个 非常 重要 的 作 图 问题 。 
口 将 一 个 角 二 等 分 (将 一 个 角 划 分 为 3 个 相等 的 较 小 的 角 ) ， 
口 将 一 个 立方 体 翻 倍 (构建 男 一 个 立方 体 ， 其 体积 是 第 一 个 立方 体 的 
2 信 )， 
口 变 圆 为 方 〈 作 出 一 个 正方 形 ， 其 面积 等 于 某 个 特定 的 圆 ) . 
口 构造 多 边 形 (构造 具有 相等 边 长 和 内 角 的 规则 形状 )。 
要 完成 这 些 任 务 ， 他 们 仅 仪 使 用 了 最 基本 的 工具 : 
口 一 根 百 尺 ， 用 来 画 直 线 (而 日 绝对 不 介 许 用 来 测量 长 度 )、 
口 一 对 圆规 ， 用 来 面 圆 . 
如 林 你 襄 欢 不 带 绳 索 、 和 氧气 瓶 、 手 机 和 其 他 随身 用 具 ， 扳 身 去 | 疏 
山 ， 无 疑 会 出 现 很 志 问 题 。 没 有 任何 现代 测量 设备 的 帮助 ， 那 些 用 于 
证 明 这 些 结论 的 数学 技术 都 是 很 复杂 的 。 直 到 19 世纪 ， 经 典 的 古代 作 
图 问题 才 通过 现代 分 析 和 抽象 代数 这 些 技术 的 帮助 得 以 解决 . 
特 一 个 骨 三 等 分 有 一 种 方法 可 以 把 一 个 角 划 分 为 两 个 相等 的 更 
小 的 角 ， 即 二 等 分 。 首先 ， 将 圆规 圆心 定 在 O 点 ， 然 后 以 任意 半径 作 
圆 ， 在 和 攻 的 两 条 边 上 和 截 出 线段 O4 和 OB。 将 圆规 的 圆心 移 到 4 点 ， 作 


从 元 前 450 年 


全 T 1672 年 


亚 人 章 萨 哥 拉 ({ Anaxogoras ) 在 莫 尔 【Mohr ) 证 明了 所 
牢狱 中 对 变 贺 为 方 进行 了 党 试 有 的 欧 几 里 得 作 图 都 可 


以 仅仅 通过 圆规 来 完成 
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- 段 圆 弧 。 然 后 对 B 作 同样 的 动作 。 标 出 两 段 圆 弧 的 交点 P， 并 用 直 尺 连 
接点 O 和 点 P。 三 角形 4OP 和 BOP 是 一 对 形状 完全 相同 的 三 角形 ， 因 此 
角 4OP 和 角 BOP 相等 。 直 线 OP 便 是 所 求 的 二 等 分 线 ， 将 该 角 二 等 分 。 

我 们 可 以 通过 一 系列 类 似 的 动作 将 任意 一 个 角 三 等 分 吗 ? 这 便 是 将 一 
个 角 二 等 分 的 问题 。 

如 二 这 个 角 是 90 度 ， 即 直角 ， 则 不 会 有 任何 问题 ， 因 为 30 度 角 可 以 
饿 构造 出 来 。 但 是 如 果 是 一 个 60 度 的 角 ， 则 我 们 无 法 将 它 三 等 分 。 我 们 知 
道 答 案 是 20 度 ， 但 是 没有 任何 方法 可 以 仅仅 通过 一 根 直 尺 和 一 对 圆规 将 它 
构造 出 来 。 因 此 ， 我 们 可 以 总 结 出 如 下 结论 : 

口 你 随时 都 可 以 将 任意 角 二 等 分 . 

口 你 随时 都 可 以 将 某 些 角 三 等 分 . 

口 你 永远 都 不 可 能 将 某 些 角 三 等 分 . 

将 立方 体 翻 倍 也 是 一 个 类 似 的 问题 ， 该 问题 也 被 称 为 德 利 安 间 题 。 这 
其 中 有 一 个 传说 ， 和 硕 腊 得 洛斯 岛 上 的 土著 居民 们 在 遭受 到 总 疫 之 灾 时 ， 向 
至 人 人 求教。 他们 被 告知 要 建造 一 个 体积 为 现在 祭坛 两 信 的 新 祭坛 。 

区 想 德 利安 簿 坛 原 本 是 一 个 三 维 的 立方 体 ， 并 且 所 有 的 边 长 都 为 a。 因 
此 ， 他 们 需要 建造 一 个 边 长 为 5 且 体 积 为 该 立方 体 两 售 的 新 立方 体 。 它 们 
的 体积 分 别 为 a 和 上 六， 并 且 满 足 如 下 关系 : pb” =2a’ ,或 p= 及 xa， 其 中 ， 
3 个 2 相 乘 得 2( 即 它 是 2 的 立方 根 )。 如 果 原 立方 体 的 边 长 呈 =1， 则 得 洛 
斯 的 土 闭 居民 们 需要 在 一 条 直线 上 划 出 3/2 的 长 度 。 然 而 不 幸 的 是 ， 即 使 你 加 
级 尽 脑 计 ， 也 不 可 能 仅仅 通过 一 根 直 尺 和 一 对 圆规 做 到 这 一 点 。 

蛮 圆 为 方 ” 这 个 问题 有 一 些 另 类 ， 而 且 它 是 所 有 作 图 问题 中 最 
著名 的 一 个 。 

构造 一 个 正方 形 ， 它 的 面积 与 一 个 给 定 的 加 的 面积 相等 。 


高 斯 发 表 了 Discourse on Arithmetic 旺 第 尔 { Wantzel ) 证 明了 经 典 的 将 立 林 德 蝇 证 明了 变 圈 为 方 是 
(甘于 算术 的 论文 》)， 讲 述 如 何 通 过 方 体 扩 太一 信和 将 一 个 角 三 等 分 的 作 不 可 能 做 到 的 


直 扩 和 圆规 作出 一 个 正 17 边 形 图 间 题 无 法 通过 直 民 和 圆规 来 完成 
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成 请“ 变 圆 为 方 ” 常 被 用 来 形容 不 可 能 完成 的 事情 。 代 数 方程 二 -2=0 
具有 两 个 特定 的 根 ，x=V2 及 x=-vV2 。 它 们 都 是 无 理 数 《它们 无 法 写成 
分 数 的 形式 )， 但 是 ， 要 证 明 变 圆 为 方 是 不 能 做 到 的 就 相当 于 要 证 明 r 不 可 
能 是 任何 代数 方程 的 根 。 具 有 这 个 性 质 的 无 理 数 被 称 为 超越 数 ， 因 为 相对 
它们 的 无 理 数 表 兄 弟 ， 如 V2 ， 这 些 数 具有 更 “高 级 ”的 无 理性 。 


数学 家 们 普 过 相信 x 是 超越 的 ， 但 是 这 个 “时 代 之 谤 ”很 难 证 明 ， 直 
到 林 德 曼 对 埃 尔 米 特 所 开创 的 一 种 技术 做 了 一 些 修 改 ， 才 完成 了 该 证 明 。 
埃 尔 米 特 曾 经 使 用 该 技术 解决 了 男 一 个 稍微 次 要 些 的 问题 一 一 证 明 自 然 对 
数 的 底 e 是 超越 的 ( 见 第 6 童 )。 

跟随 着 林 德 曼 的 结论 ， 我 们 或 许 会 认为 那些 一 直 为 “ 圆 - 方 ”这 个 问题 
饮 而 不 舍 的 人 们 所 发 表 的 肖 儿 不 绝 的 论文 终于 可 以 画 上 句号 了 。 然 而 事实 
并 非 如 此 。 继 续 活 茎 在 这 片 数 学 舞台 上 的 是 那些 不 愿意 接受 该 证 明 的 逻辑 
的 人 ， 以 及 那些 对 此 证 明 根 本 闻所未闻 的 人 。 


构造 正 多 边 形 ” 欧 几 里 得 提出 了 如 何 构造 一 个 正 多 边 形 的 问题 。 这 是 
一 种 对 称 的 多 边 形 ， 例 如 正方 形 或 正 五 边 形 ， 它 的 所 有 边 都 具有 相等 的 长 
度 ， 并 且 相 邻 边 所 形成 的 夹 角 也 都 相等 。 欧 几 里 得 在 他 的 著作 《几何 原本 》 
‘第 四 册 ) 中 ， 向 我 们 展示 了 如 何 利用 那 两 个 基本 工具 构造 出 具有 3、4、5 
及 6 条 边 的 正 多 边 形 ， 


| 具有 3 条 边 的 正 多 边 形 是 我 们 通常 所 说 的 等 边 三 角形 ， 它 的 构造 方式 
和 也 是 最 简单 的 。 首 先 ， 无 论 你 所 希望 构造 的 等 边 三 角形 边 长 是 多 少 ， 你 只 
人 AN 需要 将 这 个 距离 的 两 端 分 别 标 为 点 4 和 点 了。 将 圆规 圆心 定 在 点 4， 
A ” AN 并 画 出 一 段 半径 等 于 4B 的 圆 弧 。 然 后 将 圆心 置 于 点 B， 使 用 同样 的 半 
构造 正 多 边 形 5 径 重 复 以 上 过 程 。 这 两 段 圆 弧 相交 于 点 P。 由 于 A4P=4B，BP=A4B8， 因 
此 三 角形 4PB 的 三 条 边 长 度 是 相等 的 。 最 后 用 直 尺 连接 48，AP 和 BP， 便 
完成 了 该 等 边 三 角形 的 构造 。 


如 果 你 认为 拥有 一 把 直 扩 是 一 种 奢侈 ， 那 么 ， 你 并 不 是 唯一 这 么 想 的 
人 一 一 莫 尔 (Dane Georg Mohr) 也 是 这 么 认为 的 。 等 边 三 角形 是 通过 寻找 
点 书 构 造 出 来 的 ， 而 要 实现 这 一 点 仅仅 需要 圆规 就 够 了 一 一 直 尺 仅仅 是 用 


来 将 这 些 点 物理 地 连接 起 来 。 莫 尔 证 明了 任何 通过 
直 尺 和 圆规 完成 的 作 图 都 可 以 仅仅 通过 圆规 来 完成 。 
意大利 人 马鞭 风 尼 〔Lorenzo Mascheroni) 在 125 年 
之 后 证 明了 相同 的 结论 。1797 年 ， 他 将 《圆规 几何 
学 》(Geomeria del Compasso) 一 书 献 给 了 拿破仑 ， 
此 书 的 一 个 新 颖 之 处 在 于 它 是 以 诗 文 方式 编 与 的 。 


对 于 一 般 化 的 问题 ， 具 有 pp 条 边 的 ‘而且 p 为 
质数 ) 正 多 边 形 尤 为 重要 。 我 们 已 经 构造 出 了 正三 
角形 ， 欧 几 里 得 也 构造 出 了 正 5 边 形 ， 但 是 他 无 法 
构造 出 正 7 边 形 。 身 为 一 个 仅仅 17 岁 的 接 于 ， 卡 乐 
* 弗 雷 德里 希 ， 高 斯 研究 了 这 个 问题 ， 并 且 通 过 证 明 


20 人 必 力 81 


王子 的 诞生 


卡尔 。 弗 雷 德 里 希 。 高 斯 枸 造 正 17 
边 形 的 证 明 也 深 深 地 触动 了 他 自己 ， 他 
决定 放弃 他 所 计划 从 事 的 语言 研究 ， 转 
而 去 做 一 名 数学 家 。 剩 下 的 便 是 我 们 所 
热 大 的 历史 了 一 一 -他 成 为 了 著名 的 “ 数 
学 王子 ”。 而 正 17 边 形 也 正 是 意 立 在 德 
国 哥 丁 根 的 为 他 而 立 的 纪念 碑 基 座 的 形 
状 ， 也 是 对 于 其 天 才 的 一 个 相称 的 献礼 。 


给 出 了 否定 的 结论 。 他 推导 出 不 可 能 构造 出 p=7，11， 或 13 的 正 p 边 形 。 
但 是 ， 高 斯 也 证 明 出 了 一 个 肯定 的 结论 ， 构造 出 正 17 边 形 是 完全 可 能 
的 。 实 际 上 ， 高 斯 研究 得 更 深入 ， 他 证 明了 正 p 边 形 是 可 以 被 构造 出 来 的 ， 


当 且 仅 当 质数 疡 满足 如 下 形式 
p= 22 十 ] 


满足 这 个 形式 的 数 被 称 为 费 马 数 。 如 果 我 们 检验 一 下 n=0，1，2，3， 太 4， 
则 可 以 发 现 它们 分 别 对 应 质数 p=3，5，17，257 以 及 65 537， 它 们 都 对 应 


着 可 被 构造 的 正 p 边 形 。 


如 果 我 们 尝试 n=5， 则 该 嵩 马 数 为 p=2”+1=4 294 967 297。 费 马 猜 测 所 
有 费 马 数 都 是 质数 ， 但 是 不 幸 的 是 ， 这 个 数 并 不 是 质数 ， 因 为 4 294 967 297 


=641X6 700 417。 如 果 我 们 将 n=6 或 7 代入 此 公式 ， 


的 费 马 数 。 然 而 ， 和 5 一样 ， 它 们 也 都 不 是 原 数 。 


得 到 的 将 是 非常 庞大 


有 是否 还 存在 其 他 的 费 马 质数 ? 人 人们 普遍 接受 的 共识 是 不 存在 ， 但 是 没 


有 人 可 以 保证 。 


拿 起 直 尺 和 圆规 来 作 图 
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二 角形 最 明显 的 特征 就 是 有 三 条 边 和 三 个 角 ， 三 角 学 是 我 们 用 来 “度量 三 角形 ” 
杨过 论 ， 和 撕 为 的 大 小 。 过 网 长 放 以 基业 角形 的 下 新， 过 不 形状 是 是 汪 基 大 畏 泛 过 
一 ， 但 是 却 计 人 们 充满 着 持久 的 党 


ee :角形 的 故事 ”有 一 个 简洁 的 论点 可 以 证 明 任 何 三 角形 的 三 
“A 个 角 之 和 是 两 个 直角 ， 即 180 度 。 对 于 任何 三 角形 ， 通 过 顶点 4 
者 可 以 夯 出 如 图 所 示 的 与 底 边 BC 相 平 行 的 直线 M4N。 
假设 角 4BC 的 度数 为 x， 它 和 和 角 B4M 的 度数 相等 ， 因 为 它 
们 是 同位 角 并 且 MN V 和 een 男 外 两 个 同位 角 都 等 于 y。 
A 角 MAN 等 于 180 度 (360 度 的 一 半 )， 正 好 等 于 xtytz， 即 三 角 
B C 形 内 骨 之 和 。 en pop tie reih QED (“证 明和 完毕 ” 
的 编号 )。 当 然 ， 我 们 假设 三 角形 都 是 画 在 平面 上 的 ， 比 如 这 张 纸 。 曾 在 球 
体 上 的 三 角形 角 之 和 加 起 来 并 不 等 于 180 度 ， 这 是 另 一 个 故事 了 。 


隐 几 里 得 证 明了 很 多 关于 三 角形 的 定理 ， 而 且 总 是 确保 证 明 都 是 经 过 
广 格 推理 的 。 比 如 ， 他 证 明 任何 三 角形 中 两 边 之 和 必 大 于 第 三 边 。 现 在 ， 
这 个 定理 叫做 “三 角形 不 等 式 ” 对 抽象 数学 很 重要 。 古 希腊 的 哲学 家 们 ， 
根据 他 们 忠于 实际 生活 的 态度 ， 声 称 这 个 事实 不 需要 去 证 明 ， 因 为 即使 对 
于 一 头 驴 来 说 ， 这 个 事实 也 是 显而易见 的 。 他 们 争辩 道 ， 将 一 捆 干 草 放 在 

个 顶点 上 ， 将 及 放 在 另 一 个 定点 上 ， 驴 肯定 不 会 为 了 这 顿 美 餐 去 选择 2 
和 边 的 折线 线路 


毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ) 最 伟大 的 三 角形 理论 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 


公元 前 1850 年 


巴比伦 人 已 经 知道 了 勾 股 理 查 德 (Richard of Wallingford ) 
定理 写 了 一 篇 关于 三 角 的 开创 性 的 论文 


21 三 角形 


在 现代 数学 中 起 到 非常 主要 的 作用 一 一 尽管 是 否 是 毕 
达 哥 拉 斯 首先 发 现 这 个 定理 仍然 存在 争议 。 对 于 该 定 
理 最 著名 的 表达 式 是 代数 式 q+b =c， 但 欧 几 里 得 是 在 
矩形 中 曾 述 的 这 一 定理 ;“ 直 骨 三 角形 中 与 直角 相对 的 
边 的 平方 等 于 组 成 直角 的 两 边 的 平方 和 【如 图 所 示 )。” 

欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 第 一 卷 的 第 47 个 命题 
给 出 了 该 证 明 ， 这 个 证 明 已 经 成 为 小 学 生 们 努力 锯 记 
的 经 典 ， 并 且 还 要 学 会 应 用 这 个 证 明 的 入 论 。 和 总 共有 
几 百 种 以 上 的 证 明 ， 但 是 12 世纪 巴 斯 卡 拉 的 证 明 比 
从 元 前 300 年 欧 几 里 得 的 证 明 更 具 影 啊 力 。 

这 是 一 个 “不 需要 文字 的 ”证 明 。 图 中 边 atb 
组 成 的 方形 可 以 有 两 种 不 同 的 分 割 方式 。 

因 为 四 个 相同 的 三 和 形 《黑色 阴影 所 示 ) 等 同 于 两 个 方形 的 大 小 ， 因 
此 去 除 这 部 分 面积 后 的 面积 仍然 相等 。 如 果 我 们 看 一 下 余下 形状 的 面积 ， 
可 以 得 出 熟悉 的 表达 式 


本 下 
中 十 瑟瑟 


欧 拉线 ”关于 三 角形 可 能 有 几 百 种 命题 。 首 先 ， 让 我 们 考虑 一 下 每 条 
边 的 中 点 。 在 任意 三 角形 48C 中 ， 我 们 用 D，E, FF 标 记 每 条 边 的 中 点 。 4 z 
连接 4E 和 CD 并 且 将 它们 的 交点 记 为 G。 然 后 连接 4AE。 这 条 线 是 不 是 也 8 E C 
经 过 点 G 呢 ? 这 并 不 是 一 件 显而易见 无 需 证 明 的 事情 。 事 实 上 ， 它 确实 会 
穿 过 点 G， 而 该 点 被 称 为 三 角形 的 质心 。 这 是 三 角形 重量 的 中 心 。 

个 三 角形 中 有 几 百 种 不 同 的 “ 心 ”。 另 一 个 是 垂 线 〈 通 过 顶点 且 垂 直 


于 底 边 的 直线 一 一 如 下 页 图 中 虚线 所 和 责 ) 的 变 点 百 。 这 个 点 叫做 甜心。 还 
有 一 个 称 为 外 心 的 点 0O， 它 是 经 过 点 D，E,， FF 的 和 五 线 的 奖 扣 【没有 团 出 
来 )， 这 是 经 过 4、B、C 三 点 所 夯 的 圆 的 圆心 ， 


1571 年 1822 
圳 达 发 表 了 一 本 关于 三 卡尔 ， 费 尔 巴 哈 描 述 了 三 角形 布 罗 卡 尔 在 三 角形 方面 完 
角 和 三 角 函 数 表 的 书 系 的 9 点 贺 成 了 相当 多 的 工作 
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还 有 更 多 的 结论 。 在 任意 三 角形 4BC 中 ， 质 心 G、 垂 心 豆 和 外 心 O 

a 位 于 同一 条 直线 上 ， 这 条 直线 叫做 欧 拉线 。 在 一 个 等 边 三 角形 中 〈 所 有 的 

SA 边 都 等 长 )， 这 些 点 重合 为 一 个 点 ， 毫 无 疑问 ， 这 个 点 是 此 三 角形 的 中 心 。 

拿破仑 定理 ”对 于 任意 三 角形 4BC， 以 它 的 三 条 边 向 外 作 等 边 三 

， 角形， 这 些 等 边 三 角形 的 中 心 可 以 构成 一 个 新 的 三 角形 DEF。 拿 破 仑 
3 定理 认为 对 任意 三 角形 4B8C， 三 角形 DEF 必然 是 一 个 等 边 三 角形 。 

2 RY 1821 年 ， 拿 破 仑 在 圣 赫 勒 拿 岛 去 世 ，1825 年 ， 该 定理 才 在 一 本 英文 

“杂志 上 发 表 。 毫 无 疑问 ， 拿 破 仑 在 数学 方面 的 才华 帮助 了 他 进入 炮兵 学 校 ，。 

成 为 星 帝 之 后 ， 他 有 机 会 结识 法 国 很 多 顶尖 的 数学 家 。 不 幸 的 是 ， 我 们 没 

有 更 多 的 资料 去 了 解 他 ， 而 拿破仑 理论 也 和 众多 其 他 的 数学 结果 一 样 ， 归 

功 于 一 个 对 这 个 理论 的 发 现 和 证 明 几 乎 没有 任何 贡献 的 人 。 事 实 上 ， 这 个 


a 理论 后 来 义 被 很 多 次 地 重新 发 现 和 扩展 。 
若 己 一 条 边 的 长 度 和 两 个 角 的 度数 ， 我 们 就 知道 了 确定 一 个 三 角形 的 


关键 数据 。 通 过 三 角 法 ， 我 们 可 以 算出 其 他 的 所 有 数据 。 


在 勘察 陆地 的 面积 时 ， 为 了 画 出 地 图 ， 假 设 地 球 和 三 角形 都 是 平坦 的 
征 非 党 有 用 的 。 要 建立 一 个 三 角形 网 络 ， 可 以 从 一 条 已 知 长 度 的 基线 BC 
开始 ， 选 择 远 处 的 一 个 点 4 〈 三 角 测 量 点 )， 用 经 纬 仪 测 出 角 4BC 和 4CB。 
拿破仑 定理 根据 三 角 学 ， 可 以 知道 关于 三 角形 4BC 的 一 切 数据 ， 然 后 ， 测 量 员 继 续 测 
量 ， 从 新 的 基线 48 或 4C 固定 下 一 个 三 角 测 量 点 ， 并 重复 该 操作 ， 最 终 建 
立 起 一 个 三 角形 网 络 。 这 个 方法 可 以 用 来 绘制 不 宜 居 住地 区 的 地 图 ， 包 括 
像 沼泽 、 泥 塘 、 流 沙 和 河流 这 些 天 然 壁 侍 。 


这 一 方法 成 为 印度 三 角 大 测量 的 基础 ， 该 测量 从 19 世纪 开始 一 直 持续 
了 4 和 0 年 。 这 一 项 目 是 为 了 勘测 和 绘制 从 南部 的 科 摩 林 角 到 北部 的 喜马拉雅 
山脉 之 间 的 子午 弧 〔 大 约 2 400 公里 长 )。 为 了 最 大 程度 地 保证 测量 角度 的 准 
确 性 ， 乔 治 ， 埃 佛 勒 斯 先生 在 伦 吾 布置 了 两 个 巨大 的 经 纬 仪 。 这 两 个 经 纬 仪 
共 重 一 吨 ， 需 要 由 多 组 人 每 组 12 个 人 ) 来 运送 。 得 到 正确 的 角度 度数 是 
极其 重要 的 。 测 量 的 准确 性 是 首位 的 ， 也 是 被 谈论 最 多 的 ， 但 是 三 角形 才 是 
操作 过 程 的 核心 。 维 多 利 亚 时 代 的 大 们 得 在 没有 GPS 的 条 件 下 测量 ， 尽 管 他 
们 拥有 计算 机 一 一 人 力 计算 机 。 一 旦 三 角形 的 所 有 边 长 都 被 计算 出 来 ， 面 积 
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建 顶 中 使 用 三 角形 


三 角形 在 建筑 中 是 必 不 可 少 的 。 它 的 用 ”或 者 长 方形 挤 压 变形 ; .但 是 三 角形 绝对 不 会 。 

途 和 威力 在 于 它 在 勘测 中 的 一 个 非常 重要 的 事 ”建筑 中 用 的 析 架 是 把 三 前 形 连 在 一 起 ;我 们 

实 一 一 三 角形 是 稳定 的 。 你 可 以 把 一 个 正方 形 “可 以 在 屋顶 中 看 到 这 些 组 成 元 件 。 在 桥梁 建 
设 中 ; 这 种 结构 获得 了 改进 。 

一 个 华 伦 式 析 架 可 以 承受 比 其 体重 重 很 

多 的 负载 。1848 年 ， 雇 姆 斯 。 华 伦 申请 了 这 


SS 27 个 专利 ， 两 年 后 ， 伦 敦 桥 站 第 一 次 使 用 这 种 
S 4 方式 建筑 了 一 座 桥 梁 。 大 们 发 瑰 ; 基于 等 边 
三 角形 的 结 碍 和 要 比 基 于 等 腰 三 角形 《只 有 两 


华 伦 式 术 架 梁 桥 条 边 长 度 相 等 ) 的 类 似 设计 先 加 可 靠 。 


的 计算 就 变 得 简单 才 了 。 三 角形 再 次 成 为 了 基本 单元 。 计 算 一 个 三 角形 的 面 
中 4 有 很 多 计算 公式 ， 其 中 最 著名 的 是 海伦 (Heron ofAlexandria) 公式 


A=, /sx{(s—a)x(s—b)x(s—ce) 


这 个 公式 可 以 应 用 于 任意 三 角形 ， 我 们 其 至 不 需要 知道 任何 一 个 角 
的 度数 。 符 号 s 代表 边 长 分 别 为 a，b，c 的 三 角形 周 长 的 一 半 。 比 如 ， 
个 三 角形 的 三 边 长 度 分别 为 13、14 和 1$， 周 长 就 是 13+14+15=42， 因 此 
s=21。 将 它们 代 人 上 面 的 式 子 ， 最 终 得 到 4=V21x8x7x6 = V7056 =84。 无 
论 对 于 玩 杰 简单 图 形 的 孩子 们 ， 还 是 整 日 钻研 抽象 数学 中 的 三 角 不 等 式 的 
研究 人 员 们 ， 三 角形 都 是 一 个 非常 熟悉 的 对 象 。 三 角 学 是 进行 三 角形 计算 
的 基础 ， 而 正弦 、 人 余弦 和 正切 函数 是 用 于 描述 三 角形 的 工具 ， 使 得 我 们 可 
以 在 实际 应 用 中 进行 准确 的 计算 。 三 角形 得 到 了 很 多 的 关注 ， 但 是 令 人 惊奇 
的 是 ， 对 于 这 个 三 条 边 构 成 的 基本 图 形 ， 仍 然 有 很 多 理论 等 待 我 们 去 发 现 。 


一 个 天 于 三 条 边 的 故事 


你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 
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男 一 条 曲线 是 一 件 很 容易 的 事情 。 艺 术 家 们 总 是 会 画 些 曲线 ; 建筑 师 设计 出 的 建 
筑 物 会 呈现 出 月 牙 形 或 一 些 更 现代 的 曲线 ， 棒球 手 会 掷 出 曲线 球 。 运 动员 在 球场 内 也 
会 沿 着 曲线 奔跑 ， 当 他 们 射门 时 ， 球 也 会 党 着 曲线 下 落 。 但 如 果 问 “什么 是 曲线 ”， 
回答 可 能 并 不 那么 容易 ， 
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\ neh/ 数学 家 已 经 从 许多 不 同 的 角度 对 曲线 研究 了 几 个 世纪 。 对 于 曲线 的 
VC， 研究 开始 于 希腊 的 数学 家 们 ， 他 们 所 研究 的 曲线 被 称 为 “经 典 ” 曲 线 。 
经 典 曲线 ”经典 曲 线 王 国 中 的 第 一 家 族 是 “圆锥 曲线 ”。 这 些 曲线 包 含 
圆 、 梢 圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 。 将 两 个 圆锥 连 在 一 起 ， 其 中 一 个 倒立 在 另 一 
个 上 面 ， 便 形成 了 双 锥 ， 这 些 圆锥 曲线 都 可 以 在 这 个 双 锥 上 构造 出 来 。 用 
”一 个 平面 去 切割 这 个 双 锥 ， 根 据 该 平面 和 圆锥 垂直 轴 间 的 角度 ， 其 相交 的 
部 分 会 呈现 出 圆 形 、 椭 圆 、 抛 物 线 或 是 双 有 曲线 的 形状 。 


双 曲 线 我 们 可 以 将 圆锥 曲线 看 作 是 圆 形 在 屏幕 上 的 投影 。 从 
;| ;。 圆柱 形 台 灯 内 发 出 的 光线 可 以 投影 出 其 上 方 和 下 方圆 形 边 
缘 的 轮廓 。 天 花 板 上 投影 出 的 图 像 是 一 个 圆 形 ， 但 是 如 果 
我 们 将 台灯 倾斜 ， 圆 形 会 变 成 椭圆 形 。 另 一 方面 ， 在 对 面 
的 墙 上 也 会 投影 出 两 部 分 曲线 ， 该 曲线 便 是 双 曲 线 。 
圆锥 曲线 也 可 以 用 点 在 平面 上 的 运动 方式 来 描述 。 这 
是 古 希 腊 人 所 喜欢 的 “轨迹 ”法 ， 不 同 于 投影 的 定义 方 
式 ， 该 方法 涉及 长 度 。 如 果 一 个 动 点 到 另 一 个 定点 的 距离 


约 公 元 前 300 年 约 公 元 前 250 年 约 公 元 前 225 年 


欧 几 里 得 定义 了 图 锥 曲线 阿 基 洲 德 对 螺旋 曲线 进 行 了 研究 阿波 罗 尼 奥 斯 { Apollonius of Perga ) 
发表 了 Conics (《 贺 锥 曲线 论 少 | 


为 定 值 ， 那 么 其 轨迹 为 圆 。 如 果 一 个 动 点 到 两 个 定点 〈 焦 点 ) 的 距离 
之 和 为 定 值 ， 那 么 其 轨迹 是 一 个 椭圆 ‘如果 两 个 焦点 重合 ， 则 椭圆 变 
为 圆 )。 椭 圆 是 行星 运动 的 关键 。1609 年 ， 德 国 天 文学 家 开 普 勒 宣称 所 
有 围 缉 太阳 运动 的 行星 ， 其 轨迹 都 是 椭圆 形 ， 打 破 了 古老 的 圆 形 轨道 说 。 

如果 一 个 动 点 中 一 个 定点 (焦点 F) 的 距离 和 其 上 距 一 条 给 定 直 线 
( 准 线 ) 的 距离 相同 ， 那 么 其 运动 轨迹 并 不 像 前 面 那 两 个 显而易见 。 事 

上 FF， 该 点 的 运动 轨迹 是 抛物 线 。 抛 物 线 具有 和 祖 多 非常 有 用 的 性 质 。 
如 果 焦 点 下 上 放置 一 个 点 光源 ， 其 射出 的 光线 将 都 与 PM 平行 。 另 一 
方面 ， 如 采 卫 星 发 射出 的 电视 信号 射 到 抛物 线形 状 的 接收 天 线 上 ， 它 
们 会 汇聚 在 焦点 上 ， 然 后 输送 给 电视 机 . 

如 果 将 一 根 棍子 绕 某 一 点 转动 ， 根 子 上 所 有 点 的 运 
动 轨 迹 都 将 是 圆 形 ， 但 是 如 果 一 个 点 在 转动 的 同时 沿 
棍子 运动 ， 那 么 它 的 运动 轨迹 是 一 个 螺旋 形 。 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 十 分 喜爱 螺旋 形 ， 后 来 的 达 芬 奇 曾 花 
费 10 年 的 时 间 来 研究 它们 的 不 同 种 类 ， 而 笛 卡 儿 
也 写 了 一 篇 关于 它们 的 论文 。 对 数 螺旋 也 被 称 为 
等 角 螺 旋 ， 因 为 每 一 点 的 半径 和 切线 的 夹 和 角 都 是 
相同 的 。 

雅 各 布 。 伯 努 利 是 享誉 盛名 的 瑞士 数学 家 族 中 

~ 员 ， 他 对 对 数 螺 旋 是 如 此 的 迷恋 ， 以 至 于 让 人 将 该 
A 
将 螺旋 看 作 是 最 完美 的 形状 。 围 绕 一 个 圆柱 体 进 行 目 身 旋转 的 三 维 螺 
旋 曲 线 被 称 为 耳 轮 。 我 们 知道 ，DNA 的 基本 结构 便 是 由 两 条 这 样 的 曲 
线 


经 典 曲 线 有 很 多 种 ， 例 如 蜗 线 、 双 纽 线 以 及 各 种 栅 圆 。 心 形 线 得 
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对 数 螺 旋 
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牛顿 对 三 次 曲线 进行 了 分 类 应 亚 诸 证 明了 实心 的 正方 形 是 一 
条 曲线 { 空间 填充 曲线 | 
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名 于 其 类 似 于 心脏 的 形状 ， 悬 链 线 曾 是 18 世纪 的 一 个 研究 课题 ， 它 被 认为 
是 悬挂 在 两 点 之 间 的 绳子 呈现 出 的 曲线 。 悬 挂 在 两 个 垂直 塔 之 间 的 外 
站 桥 的 形状 便 是 悬 链 线 。 


由 机 械 杠杆 产生 出 的 曲线 是 19 世纪 的 一 个 曲线 的 研究 点 。 
这 类 问题 是 一 个 由 苏格兰 工程 师 詹姆斯 瓦特 
所 近似 解决 的 问题 的 延伸 。 他 曾经 设计 出 一 
个 连接 杆 的 系统 ， 从 而 将 圆周 运动 转化 为 直 
线 运动 。 在 蒸汽 机 时 代 ， 这 是 一 个 非常 了 不 
起 的 进步 。 
这 类 机 械 工具 的 一 个 最 简单 形式 是 三 杆 系 统 。 如 图 ， 将 这 
些 杆 的 未 端 连接 在 一 起 ， 无 论 耦 合 杆 PO 以 何 种 方式 运动 ， 其 
FF 面 每 一 点 的 运动 轨迹 都 将 是 一 条 6 次 的 曲线 ， 即 六 次 曲线 。 


代数 曲线 币 卡 儿 引 入 了 x，y，z 坐标 ， 为 几何 带 来 了 一 场 革 命 ， 
第 卡 儿 坐标 系 也 因此 而 得 和 名。 在 第 卡 儿 坐标 系 中 ， 可 以 将 圆锥 曲线 作为 代 
数 方程 来 研究 。 例 如 ， 半 径 为 1 的 圆 的 方程 为 x +y =1， 所 有 圆锥 曲线 的 
方程 和 该 方程 一 样 ， 都 是 二 次 方程 。 一 个 新 的 几何 学 分 支 因 此 而 成 长 起 来 ， 
这 便 是 代数 几何 


牛顿 兽 将 由 3 次 代数 方程 描述 的 曲线 〈 即 三 次 曲线 ) 进行 了 分 类 。 和 
4 种 基本 的 圆锥 曲线 相 比 ， 他 总 共 找 到 了 78 种 三 次 曲线 ， 并 且 将 它们 分 为 
5 类 。 对 于 四 次 曲线 来 说 ， 其 种 类 的 个 数 会 有 爆炸 式 的 增长 ， 至 今 还 没有 人 
给 出 一 个 完整 的 分 类 。 

并 不 是 所 有 的 曲线 都 可 以 作为 代数 方程 来 研究 。 很 多 曲线 ， 例 如 鼎 链 
线 、 轮 转 线 (一 个 翻滚 的 车 轮 上 某 一 点 的 运动 轨迹 ) 以 及 螺旋 曲线 ， 将 它 
们 表达 为 代数 方程 可 不 是 件 容易 的 事情 。 


-个 定义 ”数学 家 们 一 直 都 在 追寻 曲线 本 身 的 定义 ， 而 不 仅仅 是 具体 
的 例子 。 卡 米 。 约 旦 提出 了 一 个 曲线 理论 ， 他 用 可 变 点 对 曲线 进行 了 定义 。 


这 里 有 一 个 例子 。 如 果 令 x=f， 并 且 y》=2: ， 那 么 对 于 不 同 的 ! 值 ， 


三 杆 系 统 
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我 们 将 得 到 坐标 为 (x, y) 的 不 同 点 。 例 如 ， 如 果 r=0， 我 
们 将 得 到 点 (0, 0)， 而 所 1 所 对 应 的 点 为 (1, 2)， 等 等， 
如 果 我 们 将 这 些 点 画 在 x-y 坐标 平面 上 ， 并 且 “ 将 这 些 
点 连 起 来 "， 就 将 得 到 一 条 抛物 线 。 约 旦 将 这 个 “描绘 
点” 的 思想 握 炼 了 出 来 。 对 他 来 说 ， 这 便 是 曲线 的 定 
义 。 

约旦 的 曲线 可 以 非常 复杂 ， 即 使 当 它 们 像 圆 一 样 是 
“简单 的 "(没有 和 自己 相交 ) 和 “闭合 的 ”( 没 有 起 点 
和 终点 )。 同 时 约旦 也 给 出 了 一 个 著名 的 定理 : 平面 上 


Y 
的 一 条 简单 闭 曲 线 ， 将 平面 分 为 内 外 两 个 不 相 重 又 的 区 t py 


域 。 千 万 不 要 被 它 的 “显而易见 ”所 蒙骗 。 
意大利 数学 家 朱 塞 佩 ， 皮 亚 诺 在 1890 年 引起 了 一 
场 受 动 。 他 证 明了 ， 根 据 约 是 的 定义 ， 可 以 用 一 条 曲线 简单 闭 曲 线 
将 一 个 正方 形 填充 。 他 可 以 将 正方 形 中 的 点 进行 组 织 ， 
从 而 使 得 它们 都 可 以 被 “描绘 ”出 来 ， 同 时 ， 该 过 程 完 全 符合 约旦 的 定义 。 
芒 曲 线 被 称 作 是 空间 填充 曲线 ， 这 对 约旦 的 定义 造成 了 致命 的 打击 一 一 在 
传统 意义 上 ， 正 方形 明 显 不 能 是 一 条 曲线 。 
宇 间 填充 曲线 和 其 他 一 些 病 态 的 例子 使 得 数学 家 们 不 得 不 重新 加 到 给 
男 板 前 ， 思 考 曲 线 理论 的 基础 。 对 于 曲线 的 一 个 更 好 的 定义 有 待 提 出 。 在 
20 世纪 初 ， 这 个 任务 将 数学 带 入 了 一 个 新 的 领域 一 拓扑 。 
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拓扑 是 几何 的 一 个 分 支 ， 它 所 处 理 的 是 曲面 和 一 般 形状 的 性 质 ， 而 不 涉及 长 度 和 
角度 的 测量 。 它 所 关注 的 是 当 形 状 发 生 形变 时 ， 那 些 不 会 改变 的 性 质 。 它 人 允许 我 们 对 
形状 沿 任 何方 向 进行 挤 压 或 拉 伸 ， 因 此 ， 拓 扑 学 有 时 也 被 称 为 “橡胶 板 几何 . 拓扑 
学 家 是 那些 无 法 讲 出 甜 甜 圈 和 咖啡 杯 之 间 区 划 的 人 ， 


甜 甜 圈 是 一 个 具有 单 孔 的 曲面 。 咖 啡 杯 也 一 样 ， 该 孔 以 杯 把 的 形式 出 
现 。 以 下 显示 出 从 一 个 甜 甜 圈 到 一 个 咖啡 杯 的 形变 过 种。 


> 对 多 面体 进行 分 类 丘 扑 学 家 们 研究 的 最 基本 的 形状 是 多 面体 。 
_ 个 多 面体 的 例子 是 立方 体 ， 具有 6 个 正方 形 表 面 ，8 个 项 点 ( 面 的 交 
占 ) 以 及 12 条 边 【 了 顶点 之 喇 的 连 线 )。 立 方 体 是 一 个 正 多 面体 ， 因 为 : 
口 所 有 的 面 都 是 相同 的 正 多 边 形 ; 
口 所 有 的 边 在 顶点 处 形成 的 角度 都 相 等 。 
拓扑 是 一 门 相对 比较 新 的 学 科 ， 但 是 它 依然 可 以 追 漳 到 古 希 腊 。 事 裤 


约 公元 前 300 年 约 公元 前 250 年 。。 


欧 几 里 得 证 明了 有 5 种 正 阿 基 类 德 对 蕉 项 多 欧 拉 给 出 了 关于 多 面体 的 项 
多 面体 面体 进行 了 研究 点 、 边 以 及 面 的 欧 拉 公 式 


凸 ， 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 的 最 后 一 卷 中 证 明了 总 共有 5 种 正 
多 面体 它们 是 柏拉图 立体 ; 

口 四 面体 (具有 4 个 正三 角形 的 面 ) : 

口 立方 体 (具有 6 个 正方 形 的 面 ): 

口 八 面体 (具有 8 个 正三 角形 的 面 ); 

口 十 二 面体 (具有 12 个 正 五 边 形 的 面 ): 

口 二 十 面体 (具有 20 个 正三 角形 的 面 ) 

如 果 我 们 扔 掉 每 个 面 都 相同 这 个 条 件 ， 便 进入 了 阿 基 米 德 立 体 
的 王国 ， 其 中 的 多 面体 都 是 半 正 多 面体 。 从 相 拉 图 立体 可 以 得 出 一 
些 例子 。 如 果 切 掉 正 20 面体 的 一 些 角 ， 我 们 便 得 到 了 现代 下 球 的 
形状 。 该 多 面体 的 32 个 面 中 ， 有 12 个 是 正 五 边 形 ， 剩 下 的 20 个 
是 正六 边 形 。 它 总 共有 90 条 边 和 60 个 顶点 。 该 多 面体 也 是 富 勒 类 
分 子 的 形状 ， 该 分 子 根据 理 查 德 * 巴克 明 斯 特 。 富 勒 的 名 字 而 命名 ， 
富 勒 也 是 1967 年 加 拿 大 蒙特 利 尔 万 国 博览 会 时 美国 圆 顶 展 馆 的 设 
计 人 人 人。 这 些 “ 布 基 球 ”是 一 种 新 发 现 的 磋 结 构 一 一 Ce。， 它 的 每 个 碳 
原子 都 处 在 该 多 面体 的 一 个 顶点 上 。 

欧 拉 公式 欧 拉 公式 告诉 我 们 ， 一 个 多 面体 的 顶点 数 广 边 数 
E 和 面 数 下 满足 如 下 的 关系 式 

y—E+F=2 


例如 ， 对 于 立方 体 来 说 ，F=6，E=12，F=8， 因 此 [E+F=6-12+ 
8=27。 而 对 富 勒 烯 来 说 ， 咕 EHF=-60-90+32=2。 该 定理 实质 上 对 多 面 
体 的 概念 提出 了 挑战 。 

如 果 一 个 立方 体 有 一 个 “管道 ” 穿 过 它 ， 那 么 它 还 是 多 面体 
吗 ? 对 于 这 个 形状 ， 三 16，E=32，F=16，[E+F=16-32+16=0。 欧 


1961 年 1982 年 


四 面体 立方 体 


八 面 体 十 二 面体 


有 管道 的 立方 体 


2002 年 


默 比 乌 斯 和 李斯 丁 {Listing ) ”斯 梅 尔 证 明了 虑 加 葬 猪 想 在 维 数 瑟 克 尔 ， 弗 里 德 蝇 证 明了 席 加 佩 雷 尔 曼 证 明了 上 庞 加 莱 铺 
提出 了 默 比 乌 斯 带 太 于 4 时 的 情况 沪 铺 想 在 维 数 等 于 4 时 的 情况 想 在 维 数 等 于 3 时 的 情况 
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拉 公 式 不 再 成 立 。 要 使 得 欧 拉 公式 成 立 ， 需 要 限定 多 面体 不 能 含有 管道 . 
或 者 ， 也 可 以 将 该 公式 进一步 推广 ， 使 之 包含 该 特例 。 

曲面 的 分 类 ”拓扑 学 家 们 也 许 认 为 甜 甜 圈 和 咖啡 杯 是 等 同 的 ， 但 是 什 
么 样 的 曲面 和 甜 甜 圈 是 不 同 的 呢 ? 一 个 例子 是 橡胶 球 。 不 论 你 如 何 努 力 ， 
也 不 能 将 垂 甜 圈 变 形 为 一 个 球 ， 因 为 甜 甜 圈 有 孔 ， 而 球 没 有 。 这 是 这 两 个 
曲面 之 间 最 根本 的 差别 。 因 此 ， 可 以 根据 曲面 所 包含 的 孔 的 数目 对 它们 进 
行 分 类 。 


让 我 们 取 一 个 有 个 孔 的 曲面 。 在 该 曲面 上 植 人 一 些 顶点 ， 连 接 这 些 
项 点 的 边 将 该 曲面 划分 成 了 不 同 的 区 域 。 然 后 ， 我 们 可 以 数 出 曲面 上 顶点 、 
Nn 边 和 面 的 数量 。 对 于 任何 划分 ， 欧 拉 表 达 式 中 的 天 有 t+ 已 结果 
部 始终 是 定 值 ， 该 值 称 为 该 曲面 的 欧 拉 特征 数 


V—F+F=2—2r 


对 于 曲面 没有 了 筷 (r=0) 的 情况 ， 如 普通 的 多 面体 ， 
该 公式 还 原 为 欧 拉 的 5+F=2。 对 于 曲面 包含 1 个 孔 
(一 1) 的 情况 ， 如 包含 一 个 管道 的 立方 体 ，[ 王 有 HHF-0。 


单 侧 曲面 ”通常 地 ， 曲 面 都 有 两 个 侧面 。 球 的 外 部 
默 比 乌 斯 带 和 内 部 是 不 同 的 ， 从 一 面 到 达 另 一 面 的 唯一 方法 是 在 球面 上 铬 
个 洞 一 一 在 拓扑 学 中 ， 切 割 操作 是 不 允许 的 〈 你 可 以 拉 伸 ， 但 是 不 可 以 切 
割 )。 一 张 纸 是 双 侧 曲面 的 另 一 个 例子 。 它 的 两 个 侧面 只 有 在 其 边缘 的 曲线 

上 才 会 相交 。 


单 侧 曲面 的 思想 似乎 非常 牵强 。 然 而 ， 德 国 数学 家 和 
天 文学 家 默 比 乌 斯 在 19 世纪 发 现 了 一 个 著名 的 单 侧 曲 面 。 
构造 该 曲面 的 方法 是 拿 一 条 纸 带 ， 对 其 扭转 半 周 后 将 首尾 
由 在 一 起 。 构 造 出 的 这 个 形状 称 为 默 比 乌 斯 带 ， 它 是 一 个 
“9 上 有 一 条 边界 曲线 的 单 侧 曲面 。 你 可 以 拿 起 铅笔 沿 着 纸 
7/ 带 的 中 线 画 下 去 。 很 快 就 会 回 到 开始 的 地 方 。 


殉葬 因 瓶 


甚至 可 以 构造 出 不 含 边界 曲线 的 单 侧 曲面 。 这 便 是 “ 克 药 因 瓶 ”， 根 据 
德国 数学 家 费 利克 斯 。 克 菜 因 的 名 字 合 名。 这 个 瓶子 的 惊人 之 处 在 于 它 永 
远 都 不 和 目 己 相交 。 然 而 ， 在 三 维 空 间 中 ， 如 果 不 人 允许 物理 上 的 相交 ， 永 
远 都 无 法 做 出 克 全 因 瓶 的 模型 ， 只 有 在 四 维 空 间 中 ， 它 才 永 远 都 不 和 自己 
相交 。 


这 两 个 曲面 都 是 拓扑 学 中 称 为 流 形 的 实例 ， 拓 扑 学 家 们 将 那些 从 局 部 
看 起 米 像 二 维 纸张 的 几何 曲面 称 为 流 形 。 由 于 殉葬 因 撼 没有 边界 ， 因 此 被 
称 为 封闭 2- 流 形 。 


斋 加 莱 猜 想 ”一 个 多 世纪 以 来 ， 谍 加 莱 猜 想 都 是 拓扑 学 中 最 重要 的 问 
题 ， 该 狂想 根据 享 利 。 庞 加 莱 的 名 字 而 命名 。 这 个 猜想 以 拓扑 和 代数 的 联 
系 为 中 心 。 


该 猜想 中 针对 封闭 3- 流 形 的 部 分 直到 最 近 才 被 解决 。3- 流 形 是 非常 
复杂 的 一 一 设想 将 克 莱 因 瓶 置 于 更 高 一 维 的 空间 中 的 情况 。 庞 加 菜 猜 测 那 
些 具 有 所 有 三 维 球体 代数 性 质 的 封闭 3- 流 形 必定 是 球体 。 这 就 好 比 你 在 一 
个 巨大 的 球体 上 行走 ， 你 收集 到 的 所 有 线索 都 告诉 你 这 是 一 个 球体 ， 但 是 
由 于 你 无 法 看 到 它 的 人 全貌 ， 所 以 你 还 是 想 知 道 它 究竟 是 不 是 一 个 球体 。 

以 前 没有 人 可 以 证 明 3- 流 形 的 旋 加 革 猜 想 。 它 是 真 的 还 是 伪 的 ? 人 们 
已 经 证 明了 维 数 为 其 他 所 有 值 时 的 情况 ， 唯 独 3- 流 形 难 以 解决 。 历 史上 有 
很 多 错误 的 证 明 ， 直 到 2002 年 ， 人 们 终于 承认 圣彼得堡 斯 捷克 洛 夫 研究 所 
的 格 里 芯 里 ， 佩 雷 尔 曼 最 终 完 成 了 证 明 。 就 像 其 他 很 多 伟大 数学 问题 的 解 
决 方案 一 样 ， 庞 加 芋 犹 想 的 解决 方法 也 远 远 超出 了 它 自 和 喘 所 在 的 领域 ， 而 
涉及 了 热 扩 散 的 技术 。 
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准 


达 芬 奇 在 他 的 笔记 本 中 写 道 : “绘画 科学 开始 于 点 ， 然 后 是 线 ， 第 三 个 出 现 的 
是 面 ， 第 四 个 是 面 覆盖 着 的 立体 ，” 在 达 芬 奇 的 层次 结构 中 ， 点 是 零 维 的 ， 线 是 一 维 
的 ， 面 是 两 维 的 ， 而 空间 是 三 维 的 。 哪 种 描述 方式 可 以 更 清楚 呢 ? 那 就 是 希腊 几何 学 
家 欧 几 里 得 推广 点 、 线 、 面 和 立体 几何 的 方式 ， 达 芬 奇 后 来 追随 了 欧 几 里 得 所 宣扬 的 
方式 。 

物理 空间 是 三 维 的 观点 持续 了 几 干 年 。 在 物理 空间 中 ， 我 们 可 以 1H x 
轴 延 伸 出 这 张 纸 ， 或 者 垂直 于 x 轴 沿 y 轴 延伸 ， 或 者 垂直 向 上 沿 z 轴 延 伸 ， 
或 者 以 如 上 三 种 方式 任意 组 全 的 方式 延伸 。 相 对 于 原点 〈 三 轴 区 汇 点 )， 尾 

何 一 点 都 有 一 套 由 x，y 和 = 值 所 确定 的 空间 坐标 ， 表 示 为 
(x，y，Zz) 的 形式 
> oa 六 方 体 很 显然 具有 这 样 的 三 维 结构 ， 对 于 任何 立体 的 物 
体 ， 情 况 也 是 如 此 。 在 学 校 ， 我 们 通常 都 从 平面 几何 《〈 即 二 维 
几何 ) 学 起 ， 然 后 学 习 三 维 几 何 《 即 立体 几何 )， 即 学 到 此 。 
a 大 约 在 19 世纪 初 ， 数 学 家 们 开始 涉猎 四 维 ， 其 至 更 高 
”的 nn 维 数学 。 很 多 哲学 家 和 数学 家 开始 思考 更 高 维 是 否 存 在 。 
EE 多 维 物 理 空间 ”过 去 很 多 顶尖 的 数学 家 都 认为 四 维 是 不 
= 维 空 间 “可 想象 的 。 他 们 质疑 四 维 的 只 实 性 ， 于 是 如 何 解 释 它 成 为 一 个 巨大 的 挑战 。 
一 种 解释 为 什么 四 维 是 可 能 的 通常 方法 是 退回 到 二 维 。1884 年 ， 一 个 
包 叫 埃 德 温 。 芯 勃 特 的 英语 教师 兼 神学 家 出 版 了 一 本 《二 维 国 》 的 畅销 书 ， 


--> 


约 公元 前 300 年 区 公元 1877 年 


欧 几 里 得 描绘 了 一 个 三 维 世界 康 托 尔 被 他 自己 在 维 数 理论 方面 的 一 
个 凑 具 争议 的 发 现 所 震惊 


24 维 935 


在 这 个 国度 中 人 们 都 生活 在 二 维 平面 里 。 人 们 看 不 到 三 角形 、 正 方形 或 者 
圆 形 的 形状 ， 因 为 他 们 无 法 跳 到 第 三 维 中 观察 。 他 们 的 视觉 严重 受 限 。 他 
们 很 难 理解 第 三 维 ， 就 像 我 们 很 难 理解 第 四 维 一 样 。 但 是 通过 阅读 艾 动 特 
的 书 ， 可 以 帮助 我 们 接受 第 四 维 的 人 存在， 

在 爱 因 斯 坦 出 现 后 ， 我 们 更 加 迫切 地 需要 对 四 维 空间 的 真实 人 存在 性 进 
行 思考 。 四 维 几 何 变 得 更 加 合理 ， 甚 至 可 以 理解 ， 因 为 爱 因 斯 坦 模 型 的 万 
外 一 维 是 时 间 。 和 牛顿 不 同 ， 爱 因 斯 坦 认为 时 间 和 空间 一 起 构成 了 一 个 四 
维 连 续 体 。 爱 因 斯 坦 宣 称 ， 我 们 生活 在 一 个 包含 四 个 坐标 (x，y，z，D 的 
四 维 世 界 里 ， 其 中 上 表示 时 间 。 


如 今 ， 爱 因 斯 坦 的 四 维 世 界 似乎 已 经 被 很 多 人 所 接受 .“ 弦 ”是 物理 
中 另 一 个 更 加 新 近 的 理论 模型 。 在 这 个 理论 中 ， 我 们 所 熟悉 的 亚 原 子 颗粒 
(比如 电子 ) 是 极端 微小 的 振动 弦 的 表象 。 弦 理论 认为 ， 四 维 空间 时 间 
连续 体 可 以 被 一 个 更 高 维 的 连续 体 所 替代 。 最 近 的 研究 表明 ， 取 决 于 进一步 
的 假设 和 不 同 的 观察 点 ， 弱 理论 中 的 时 空 连续 体 的 维 数 是 10、11 或 者 26。 

瑞 十 日 内 瓦 附近 的 CERN (欧洲 粒子 物理 研究 所 ) 里 有 一 个 2 000 吨 
重 的 巨大 磁铁 ， 它 是 设计 用 来 观察 迷 子 的 高 速 碰撞 的 。 这 个 磁铁 或 计 可 以 
揪 助 解决 这 个 问题 。 人 们 希望 通过 它 揭 开 这 种 物质 的 结构 ， 或 许可 以 顺便 
得 出 一 个 更 好 的 理论 ， 以 及 关于 维度 的 “正确 ”答案 。 结 果 似 乎 告诉 我 们 ， 
我 们 生活 在 一 个 11 维 的 宇宙 中 。 

起 空间 ”和 物理 多 维 空 间 不 同 的 是 ， 在 数学 中 ， 高 于 三 维 的 空间 古 疫 
有 任何 问题 的 。 数 学 空间 可 以 是 任何 维 数 。 从 19 世纪 早期 ， 数 学 家 们 就 习 
惯 在 他 们 的 工作 中 使 用 变量 。 乔 治 。 格林 ， 一 位 诺丁汉 的 磨坊 工 ， 探 索 
了 申 党 的 数学 理论 ， 而 纯 数学 家 奥古斯丁 * 路 易 斯 * 柯 西 、 阿 兹 。 克 歼 和 赫 
尔 曙 。 格 拉 斯 曼 都 曾 使 用 n 维 超 空间 来 描述 他 们 的 数学 理论 。 似 乎 没有 好 
的 理由 要 限制 数学 理论 以 及 所 有 的 事物 都 必须 以 优雅 和 明晰 的 方式 获得 。 


1919 年 1970 年 


布 劳 威 尔 的 工作 改变 了 我 们 喜 斯 多 去 提出 了 分 数 纺 理 论 认 为 我 们 的 宇宙 包含 10、 
对 于 维 的 观念 * 毫 斯 多 夫 锥 数 ” 的 概念 11 或 26 维 
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n 维 背后 的 想法 仅仅 是 将 三 维 坐 标 (x，y，z) 扩展 成 -组 非 定 数目 的 
变量 。 二 维 中 的 圆 可 以 用 方程 r+y*=1 来 表示 ， 而 三 维 空间 中 的 球 也 可 以 用 
方程 x+y +z=1 来 表示 ， 因 此 ， 为 什么 不 能 用 PHP2Hz2Hw2=1 来 表示 四 维 空 
团 中 的 超 球体 呢 ? 

在 三 维 空间 中 ， 一 个 正方 体 的 八 个 顶点 具有 Cx， y，z) 形式 的 坐标 ， 

每 个 x，y，z 的 值 是 0 或 1， 立方 体 有 6 个 面 ， 每 个 面 都 是 一 个 正方 


形 ， 并 且 总 共有 2X2Xx2 王 8 个 顶点 。 那 么 ， 四 维 空 间 中 的 立方 


Xx，y，Zz，w 都 是 0 或 1， 所 以 立方 体 可 能 有 2x2x2X2 
= 16 个 顶点 ，8 个 面 ， 并且 每 个 面 是 一 个 立方 体 。 事实 


-从 上 ， 我 们 无 法 看 到 这 个 四 维 立方 体 ， 但 是 我 们 可 以 在 这 
< 、 页 纸 上 给 出 一 个 具有 艺术 感 的 形式 。 这 幅 图 显示 出 了 数 
-¥ 学 家 想象 中 四 维 立 方 体 的 投影 。 这 幅 图 中 刚好 可 以 看 由 
“立方 面 ” 


pe 多 维 数 学 空间 对 于 纯 数学 家 来 说 是 司空 见 惯 的 。 尽 
贿 它 被 假设 存在 于 一 个 理想 的 柏拉图 世界 里 ， 但 是 没有 人 会 质 
疑 蕊 的 真实 存在 性 。 在 群 分 类 的 很 多 重要 问题 中 ， 比 如 ( 见 第 38 
四 维 立 方 体 革 ),“ 怪 兽 群 ”用 于 测量 196 883 维 数学 空间 的 对 称 性 。 我 们 无 法 以 
观察 普通 三 维 空间 的 方式 来 观察 这 个 空间 ， 但 是 在 近世 代数 中 ， 我 们 还 是 
可 以 以 精确 的 方式 想象 和 处 理 它们 。 
煞 学 家 所 考虑 的 维 与 物理 学 家 在 维 分 析 中 给 它 赋 予 的 意义 完全 不 同 。 
物理 中 最 普遍 的 单位 都 是 用 质量 M、 长 度 L 和 时 间 了 来 表示 的 。 所 以 ， 通 
过 维 分 析 ， 物 理学 家 可 以 分 析 检 验方 程 是 否 有 意义 ， 因 为 方程 的 两 边 必须 
具有 相同 的 维 。 
力 == 速 度 是 不 恰当 的 。 根 据 维 分 析 ， 速 度 相 当 于 m/s， 所 以 它 具 有 长 度 
除 以 时 间 ， 即 L/T (我 们 写成 L7"') 的 维 。 力 相当 于 质量 乘 以 加 速度 ， 加 速 
度 是 m/s ， 因 此 ， 力 的 维 必 须 是 MHZT7-。 


拓扑 学 ” 维 理论 是 一 般 拓扑 学 的 一 部 分 。 
维 的 其 他 概念 可 以 在 抽象 数学 空间 中 独立 地 
定义 。 一 个 主要 的 任务 是 了 解 它们 是 如 何 联 
系 在 一 起 的 。 数 学 很 多分 支 的 领军 人 物 ， 也 
都 沉 漫 于 对 维 的 意义 的 钻研 中 ， 其 中 包括 勒 
册 格 、 布 雾 威 尔 、 门 格 、 马 雷 松 和 维 托 里 斯 
(他 是 奥地利 最 长 寿 的 人 ，2002 年 去 世 ， 享 
年 110 岁 )。 


这 个 学 科 中 最 关键 的 著作 是 Dimension 
Theory (《 维 理论 》))。 该 书 出 版 于 1948 年 ， 
作者 是 胡 尔 维 芯 ‘Witold Hurewicz) 及 沃 尔 
台 (Henry Wallman ) 它 到 现在 仍 被 视 为 
理解 维 概念 的 转折 点 。 
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坐标 化 的 人 


人 类 自身 也 是 一 个 多 维 的 事物 。 一 个 人 的 
“ 誉 标 ” 远 多 于 3 个。 我 们 可 以 使 用 (a bcd 
ef gh) 来 表示 年 岭 、 身 高 、 体 重 、 性 别 、 鞋 
码 、 眼 球 凑 色 、 发 色 、 国 头等 等 。 现 在 ， 可 以 
用 人 取代 几何 中 的 点 。 如 果 我 们 将 自身 限制 在 
这 个 名 维 空间” 中， 约翰。 多 伊 的 坐标 必 , 许 
会 是 这 个 样子 : (43 岁 ，165 厘米 ，83 公斤 ， 
男 ，9， 蓝 色 ， 人 人 金色， 丹毒 )， 而 玛丽 。 史 密斯 
的 坐标 也 许 会 是 (26 岁 ，157 厘米 ，56 公斤 ， 
女 ，4， 和 神色 ， 浅 黑色 ， 英 国 )。 


所 有 形式 的 维 ”从 希腊 人 提出 三 维 开始 ， 维 的 概念 就 一 直 被 批判 地 分 


析 和 延伸 。 


数学 中 的 n 维 空间 是 非常 自然 地 被 提出 的 ， 而 物理 学 家 也 在 四 维 时 空 
和 和 最近 的 强 理 论 的 基础 上 该 理论 用 到 了 10、11 和 26 维 ) 建立 起 他 们 的 
理论 。 在 分 形 理 论 中 ( 见 下 一 章 )， 数 学 家 们 在 研究 不 同 的 测度 的 时 候 ， 提 
出 了 分 维 的 概念 。 硕 尔 伯 特 提出 一 个 无 限 维 数学 空间 ， 它 如 今 已 成 为 纯 数 
学 家 们 研究 的 基本 框架 。 维 要 比 我 们 所 熟知 的 欧式 几何 的 一 、 二 、 三 维 多 


得 多 。 


军 二 维 之 外 
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分 形 理 论 


1980 年 3 月 ， 位 于 纽约 州 约克 敦 海 获 的 [BM 研发 中 心中 ， 一 台 最 先进 的 电脑 主机 
正 向 一 个 古老 的 泰克 打印 机 传输 指令 。 打 印 机 按照 主机 指令 在 一 张 白 纸 上 的 奇怪 的 位 
亲生， 当 它 信和 止 敲打 后 ， 其 打印 结果 就 像 是 在 床单 上 撤 下 了 一 把 全 土 。 贝 努 瓦 * 曼 
德尔 布 罗 特 ( Ben6it Mandelbrot ) 简直 不 放 相 信 他 的 眼睛 他 知道 这 个 图 案 非 常 重 
要 ， 但 是 它 到 底 是 什么 呢 ? 在 他 面前 慢 慢 呈 现 的 图 像 像 是 显影 池 里 逐渐 显现 的 志 日 外 
卢 。 这 是 人 们 第 一 次 欧 见 分 形 志 界 中 的 图 像 曼 德 尔 布 罗 特 集合 。 


CTs 


I 让 
™, 人 a 2 


文 是 非常 点 越 的 实验 数学 ， 在 这 个 学 科 中 ， 数 学 家 们 像 物理 学 家 和 化 
此 家 一 样 也 有 实验 台 。 现 在 他 们 都 可 以 做 实验 了 。 一 个 办 新 的 前 景 被 开局 
了 。 这 是 一 次 从 枯燥 的 “定义 ， 定 理 ， 证 明 ” 的 传统 数学 的 解放 ， 尽 峭 最 
后 还 是 要 回 到 严格 的 理论 论证 上 来 。 

这 种 实验 方法 的 缺点 是 可 视图 像 先 于 理论 基础 。 实 验 者 在 没有 地 图 的 
指引 下 摸索 前 行 。 尽 管 癌 德尔 布 罗 特 创造 了 “分 形 ” 一 词 ， 但 是 它 究 部 厦 
什么 呢 ? 能 否 以 一 般 的 数学 方式 对 它 进行 精确 的 定义 呢 ? 刚 开始 的 时 候 ， 
晶 德 尔 布 购 特 不 想 这 样 做 。 他 不 想 让 可 能 不 充分 并 且 有 限制 的 严格 定义 破 
坏 了 实验 的 魔力 他 觉得 分 形 概念 就 像 一 种 好 酒 一 一 装 瓶 之 前 需要 一 段 时 
间 的 陈 化 。 

曼 德尔 布 风 特集 合 昌 德 尔 布 罗 特 和 他 的 同事 并 没 想 成 为 非常 这 员 的 
数 举 家 。 他 们 考虑 的 是 最 简单 的 公式 。 整 个 想法 基于 循环 一 一 他 们 一 次 叉 


凯 莱 成 为 现代 分 形 理论 的 先驱 汉 。 科 克 创 造 出 了 他 的 者 花 曲线 


次 重复 使 用 着 一 个 公式 。 产 生 曼 德尔 布 罗 特 集合 的 公式 可 以 简单 表示 为 
万 TC 

首先 我 们 要 选择 一 个 c 值 。 假设 选择 c=0.5。 从 =0 开始 ， 我 们 代入 
方程 2+0.5 得 到 第 一 个 值 0.5。 然 后 我 们 令 x 等 于 0.5， 代 人 x+0.5 中 得 
到 第 二 个 值 ， (0.5) :+0.5=0.75。 依 次 继续 ， 到 第 三 步 时 ， 这 个 值 将 等 于 
(0.75?+0.5=1.062 5。 所 有 这 些 计算 都 可 以 用 手持 计算 器 完成 。 继 续 算 下 去 ， 
我 们 发 现 结果 会 越 来 越 大 。 

让 我 们 试 一 下 另 一 个 c 值 ， 这 次 c=-0.5。 和 之 前 一 样 ， 我 们 从 三 0 开 
始 ， 将 它 带 入 方程 -0.5 得 到 -0.5。 继 续 计 算 ， 我 们 得 到 -0.25， 但 是 这 次 
值 不 会 越 来 越 大 ， 而 是 振荡 几 次 后 稳定 在 -0.366 0… 附 近 ， 

所 以 ， 如 果 选 择 c=0.5， 从 x=0 开始 ， 结 果 序 列 将 会 逐渐 增长 到 无 穷 
大 。 但 是 ， 如 果 选 择 c=-0.5， 我 们 发 现 从 x=0 天 有 
扒 ， 结 果 序 列 最 终 收 么 在 -0.366 0 附近 。 曼 德尔 ”、。 了 于 弘 ( 和 7 
布 罗 特集 合 包括 使 得 从 x-0 时 开始 ， 结 果 序列 不 “国生 EN 2 
会 逃逸 至 无 穷 大 的 所 有 c 值 。 

这 还 不 是 整个 故事 ， 因 为 到 目前 为 止 我 们 
仅仅 考虑 了 一 维 实数 一 一 给 出 一 个 一 维 的 曼 德尔 
布 风 特集 ， 因 此 我 们 还 看 不 到 太 多 。 我 们 需要 孝 
虑 的 是 方程 了 +e 中 的 z 和 c 都 是 二 维 复数 时 的 情 
况 。 我 们 可 以 由 此 得 到 一 个 二 维 的 曼 德 尔 布 多 特 


对 于 曼 德 尔 布 罗 特 集中 的 某 些 c 值 ，z 厅 人 列 
可 能 会 表现 出 各 种 古怪 的 行为 ， 比 如 在 一 些 点 之 
间 跳 舞 ， 但 是 却 不 会 逃逸 至 无 穷 。 在 曼 德 尔 布 多 


5 集中 ， 我 们 看 到 分 形 的 另 一 个 关键 性 质 ， 即 自 。 ”有 德 尔 布 罗 特集 合 


EE 1975 年 


豪 斯 多 夫 提 出 了 分 维 的 概念 和 朱 丽 亚 和 法 图 在 复 平 面 中 蜡 德 尔 布 罗 特 提出 了 分 形 一 词 
对 分 形 结 构 进 行 了 研究 


100 上 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


| 


有 


产生 科 克 雷 花 
曲线 的 单元 


科 克 雪花 曲线 


相似 性 。 如 果 你 放大 这 个 集合 ， 你 没 法 确定 放大 的 倍数 ， 因 为 你 只 会 看 到 
更 多 的 曼 德尔 布 罗 特集 


在 曼 德 尔 布 罗 特 之 前 “和 数学 中 的 大 多 数 事情 一 样 ， 新 发 现 很 少 是 完 
全 单 新 的 。 纵 观 历 史 ， 在 曼 德 尔 布 罗 特 发 现 曼 德 尔 布 罗 特 集 的 100 年 前 ， 
昂 利 。 庞 加 莱 和 阿 兹 * 克 歼 等 数学 家 们 ， 已 经 对 这 个 想法 有 了 初步 的 认识 。 
不 对 的 是 他 们 设 有 足够 的 计算 能 力 进 行进 一 步 研 究 。 


第 一 波 分 形 理论 发 现 的 形状 包括 之 前 被 认为 是 病态 曲线 的 波形 曲线 和 
祭 龙 曲线 。 由 于 它们 非常 病态 ， 因 此 数学 家 们 把 它们 锁 在 了 橱柜 里 ， 给 与 
了 极 少 的 关注 。 接 下 来 就 是 可 以 用 微分 处 理 的 、 比 较 正常 的 平滑 曲线 。 随 
着 分 形 的 普及 ， 男 外 两 个 数学 家 ， 加 斯 顿 ， 朱 丽 和 皮 埃 尔 ， 法 图 的 工作 重新 
受到 了 关注 ， 他 们 曾 在 第 一 次 世界 大 战 后 的 一 些 年 里 对 复 平面 上 类 似 分 形 
的 结构 进行 了 研究 。 人 他们 的 曲线 并 不 叫做 分 形 ， 当 然 他 们 也 没有 技术 设备 
可 以 看 到 这 些 形状 。 

其 他 车 争 的 分 形 著名 的 科 克 曲线 是 根据 瑞士 数学 家 尼 尔 
斯 。 费 边 。 黑 尔格 ， 汉 。 科 克 的 名 字 命 名 的 。 雪 花 曲 线 实 际 上 是 第 
一 个 分 形 曲 线 。 它 以 三 角形 为 基本 元 素 ， 将 每 条 边 三 等 分 后 在 中 
国 的 一 段 上 加 外 作 三 角形 ， 以 此 方式 不 断 操 作 便 可 生成 雪花 曲线 。 

科 胸 曲线 的 神奇 特性 是 它 具 有 有 限 的 面积 ， 因 为 它 永 远 都 处 


于 某 个 加 内 ， 但 是 在 其 生长 的 每 个 阶段 ， 其 长 度 都 在 增加 。 这 是 
一 个 面积 有 限 但 周 长 无 限 的 曲线 。 


从 人 A 从 人 A 


谢 尔 宾 斯 基地 毯 


刃 一 个 著名 的 分 形 是 根据 波兰 数学 家 瓦 芯 瓦 夫 ，。 弗 朗 西 斯 克 ， 谢 尔 宾 斯 
基 的 名 字 命 名 的 。 它 是 通过 从 一 个 等 边 三 角形 中 不 停 地 抠 去 三 角形 产生 的 ， 
不 断 重 复 该 操作 ， 我 们 就 会 得 到 谢 尔 宾 斯 基地 毯 〈 另 一 种 不 同 的 产生 过 程 
见 第 13 章 )。 


分 维 ” 费 利克 斯 ， 豪 斯 多 夫 对 维 的 看 法 非常 独特 。 他 的 观点 涉及 缩放 。 
比如 ， 将 一 条 线 按 比例 放大 3 倍 ， 那 么 它 的 长 是 之 前 的 3 倍 。 因 为 3-31 
因此 ， 这 条 线 的 维 是 1。 如 果 一 个 实心 正方 形 按 比 例 放 大 3 倍 ， 那 么 它 的 面 
积 是 之 前 的 9 倍 ， 或 者 说 3 信 。 所 以 正方 形 维 是 2。 如果 一 个 立方 体 按 比例 
放大 3 倍 ， 那 么 它 的 体积 是 之 前 的 27 售 ， 或 者 3 了 售 ， 所 以 立方 体 的 维 是 3。 
窜 斯 多 夫 维 对 线 、 正 方形 和 立方 体 所 得 出 的 这 些 维 数 和 我 们 的 期 望都 一 致 。 


如 果 科 克 曲 线 的 基本 单位 按 比例 放大 3 倍 ， 它 的 周 长 变 成 之 前 的 4 倍 。 
按照 之 前 描述 的 ， 豪 斯 多 夫 维 是 4=3? 中 DD 的 值 。 另 一 种 计算 方法 是 
lg4 
lg3 
这 意味 看 ， 科 克 曲 线 的 DD 值 大 约 是 1.262。 在 分 形 中 ， 豪 斯 多 夫 维 通常 都 大 
于 普通 维 ( 科 克 曲 线 的 普通 维 是 1)。 


紧 斯 多 夫 维 给 出 了 曼 德尔 布 罗 特 分 形 的 定义 一 一 D 值 不 是 整数 的 点 的 
集合 。 分 维 成 为 分 形 的 关键 性 质 。 


分 形 的 应 用 ”分形 的 应 用 潜力 非常 大 。 分 形 可 以 作为 模拟 植物 生长 或 
者 云彩 形成 等 自然 现象 的 数学 介质 。 


分 形 已 经 被 应 用 在 对 海洋 生物 如 珊瑚 和 海绵 的 生长 过 程 的 分 析 中 。 现 
代 城 市 的 扩张 也 被 证 明和 分 形 生 长 具有 类 似 的 性 质 。 在 医学 中 ， 人 们 发 现 
分 形 可 以 应 用 于 模拟 大 脑 活动 。 另 外 ， 股 票 和 股份 以 及 外 汇市 场 的 变动 也 
上 其 有 分 形 的 性 质 ， 数 学 家 们 也 对 此 进行 了 研究 。 曼 德尔 布 罗 特 的 工作 开启 
了 一 个 新 的 领域 ， 但 还 有 很 多 东西 仍然 等 着 我 们 去 发 现 。 


维度 十 分 数 的 图 形 


23 


分 形 理 论 
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102 | 你 不 可 不 知 的 50 小 数学 知识 


电 沌 


建立 混沌 理论 的 可 能 性 有 多 大 ? 难道 混沌 的 发 生 一 定 没有 理论 可 循 呜 ?六 事权 
追溯 到 1812 年 . 当 拿 破 仑 正 率领 大 军 向 莫斯科 推进 时 ， 他 的 同胞 拉 普 拉 斯 ( Marquis 
Pierre-Simon de Laplace ) 发 表 了 一 篇 关于 确定 性 宇宙 的 短文 : 如 果 在 茶 一 特定 时 
刻 ， 字 审 中 所 有 物体 的 位 置 和 速度 ， 以 及 作用 在 它们 上 面 的 力 是 已 知 的 ， 那 么 ， 这 些 
量 值 在 其 后 的 所 有 时 刻 都 可 以 被 精确 地 推算 出 来 。 宇 宙 以 及 宇宙 中 的 所 有 物体 部 是 完 

全 确定 的 。 但 是 ， 混 注 理 论 告诉 我 们 世界 要 远 比 这 宵 综 复 巢 得 多 . 
在 现实 世界 中 ， 我 们 无 法 精确 知道 所 有 的 位 置 、 速 度 以 及 作用 力 ， 但 
是 从 拉 普 拉 斯 的 信条 可 以 得 出 一 个 推论 ， 如 果 能 够 知道 它们 在 某 一 时 刻 的 
近似 值 ， 那 么 所 推算 出 来 的 宇宙 也 不 会 偏离 太 远 。 这 听 起 来 是 合理 的 ， 赛 
跑 选手 如 果 在 发 令 枪 宣告 开始 -5 秒 后 才 起 跑 ， 那 么 他 冲 过 终点 线 的 时 刻 也 
必然 要 比 往常 晚 17 秒 。 拉 普 拉 斯 所 坚信 的 是 :初始 条 件 的 微小 差异 意味 着 

结果 的 微小 差异 .混沌 理论 将 此 观点 完全 其 屠 了 
蝴蝶 效应 ”蝴蝶 效应 向 我 们 展示 了 初始 条 件 和 给 定 值 的 微小 差异 ， 如 
何 能 够 产生 和 预测 值 相差 甚 远 的 结果 。 如 果 天 气 预 报 说 欧洲 的 某 一 天 天 气 
晴朗 ， 但 是 南美 洲 的 一 只 蝴蝶 轻 轻 扇 动 一 下 翅膀 ， 却 可 能 使 得 地 球 的 另 一 
边 产生 一 场 刚 风 一 一 由 于 翅膀 扇 动 对 气压 造成 的 轻微 影响 导致 了 实际 的 天 

气 状况 和 原本 预测 的 大 相 径 庭 。 

我 们 可 以 用 一 个 很 简单 的 机 械 实验 来 阐释 这 个 观点 。 如 果 你 将 一 颗 滚 


公元 1812 年 


拉 普 拉 斯 发 表 了 关于 确定 性 世界 庞 加 莱 在 关于 三 体 问 题 的 工作 中 遇 到 
的 文章 了 湿 沌 ， 他 也 因此 获得 了 瑞典 国王 奥 
斯 卡 奖 


珠 从 别针 板 箱 上 方 的 开口 处 落下 ， 滚 珠 在 下 落 的 过 程 中 由 于 


依 到 不 同 的 别针 ， 会 向 左边 或 右边 偏 移 ， 直 到 最 终 落 在 箱 体 “ 上 一 一 人 


底部 的 整理 槽 中 。 然 后 ， 你 可 以 将 另 一 颗 完 全 一 样 的 滚珠 ， 
从 相同 的 位 置 以 相同 的 速度 落下 。 如 果 你 可 以 完全 精确 地 做 
到 这 些 ， 那 么 拉 普 拉 斯 将 是 正确 的 ， 滚 珠 下 落 的 路 径 将 是 完 
全 一 样 的 。 如 果 第 一 个 滚珠 落 在 了 右 数 第 3 个 槽 中， 那么 第 
2 个 滚珠 也 会 落 在 这 个 槽 中 。 

但 是 ， 你 终究 无 法 保证 滚珠 下 落 时 的 位 置 、 速 度 以 及 作 
用 力 完 全 相同 。 在 现实 中 ， 必 然 存在 一 些 误差 ， 轻 微 到 其 至 
你 都 无 法 测量 。 结 果 ， 滚 珠 下 落 的 路 径 可 能 会 截然 不 同 ， 最 
后 落 到 另 一 个 槽 中 。 


单 捍 ” 自 由 钟 摆 是 分 析 起 来 最 简单 的 机 械 系统 之 一 。 随 
着 钟 摆 不 断 地 来 回 摇摆 ， 它 的 能 量 会 逐渐 损失 掉 。 捍 锤 关 于 
重 直 线 的 位 移 以 及 它 的 〈 角 ) 速度 会 不 断 地 衰减 ， 直 至 最 终 
完全 静止 。 

摆 锤 的 运动 可 以 画 成 一 个 相位 图 。 横 轴 用 于 测量 摆 锤 的 〈 角 ) 位 
移 ， 纵 轴 用 于 测量 它 的 速度 。 图 中 横 轴 正 半 轴 上 的 点 4 是 摆 锤 被 释放 
的 位 置 。 在 点 4， 位移 达 到 最 大 值 ， 速 度 为 0。 当 摆 锤 越过 纵 宙 《位 
稀 为 0) 时 ， 速 度 达 到 最 大 值 ， 这 一 点 标记 为 图 中 的 点 3。 在 点 C， 
摆 锤 摆 到 了 它 的 另 一 个 极端 ， 位 移 是 负 值 ， 速 度 为 0。 而 后 摆 锤 问 加 
杆 动 通过 点 D (这 时 摆 锤 是 向 相反 的 方向 运动 ， 因 此 连 度 为 人 负 ) ,最 
纹 在 点 巨 完成 一 次 摇摆。 在 相位 图 中 ， 这 表示 为 一 个 360 度 的 旋转 ， 
但 是 由 于 摆动 幅度 的 减 小 ， 点 巨 显示 在 点 4 的 里 边 。 随 着 摆动 幅度 的 
越 来 越 小 ， 相 图 会 不 断 向 着 原点 螺旋 接近 ， 直 至 摆 锤 最 终 静 止 不 动 。 


对 于 双 摆 ， 摆 锤 处 于 两 个 相 联 的 杆 的 端点 ， 相 位 图 会 有 所 不 同 。 


1961 年 2004 年 


洛 伦 益 观察 了 蝴蝶 效应 罗 怕 特 * 梅 在 人 口 模型 中 混沌 理论 通过 电影 《蝴蝶 效应 


研究 了 混沌 的 传播 成 为 了 流行 文化 
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如 果 位 移 较 小 ， 双 摆 的 运动 类 似 于 单 摆 ， 但 是 如 果 位 移 较 大 ， 摆 锤 会 摇 
摆 、 旋 转 、 无 规律 地 摇晃 ， 中 间 联 结 点 的 位 称 似 乎 也 是 随机 的 。 如 果 没 
有 外 界 力 的 作用 ， 摆 锤 最 终 也 会 归于 静止 ， 但 是 用 于 描述 其 运动 的 曲线 
将 远 非 单 摆 那 规则 的 螺旋 形 曲 线 。 


混沌 运动 ”混沌 的 特征 是 一 个 确定 性 系统 可 能 会 出 现 随机 的 行为 。 
让 我 们 看 一 下 男 外 一 个 例子 ， 一 个 重复 或 迭代 的 公式 ，aXpX(1-p)， 
其 中 ，p 表示 人 口 ， 用 缩放 到 0 和 1 之 间 的 一 个 比例 值 表示 。4 必须 是 
单 摆 的 相位 图 0 到 4 之 间 的 某 个 值 ， 以 保证 p 的 值 一 直 处 于 0 和 1 之 间 。 


让 我 们 令 这 个 人 口 模 型 中 的 a 等 于 2。 如 果 我 们 选择 一 个 起 始 值 ， 如 时 
加 为 1 时 ，p=0.3， 屠 么 ， 要 知道 时 间 为 1 时 的 人 口 数 ， 只 需 将 p=0.3 代入 
到 axpXx(1-p) 中 ， 得 到 0.42。 仅 仅 使 用 一 个 便携 计算 器 ， 我 们 便 可 以 重复 
这 个 操作 ， 这 次 代 人 p=0.42， 我 们 又 得 到 了 下 一 个 数字 (0.487 2)。 以 这 种 
方式 继续 下 去 ， 我 们 可 以 得 到 以 后 任意 时 刻 的 人 口 数 。 在 这 个 例子 中 ， 人 
口 值 会 迅速 收 钱 于 p=0.5。 这 个 收 伍 结果 适用 于 a 小 于 3 的 所 有 情况 。 


现在 ， 如 果 我 们 选择 a=3.9， 接 近 于 被 允许 的 最 大 值 ， 然 后 使 用 相同 
的 初始 人 口 数 p=0.3， 则 人 口 数 不 会 再 收 合 到 某 个 值 ， 而 是 会 剧烈 地 振荡 
p 下 去 。 这 是 因为 a 的 值 处 于 “混沌 区 
人 口 变化 曲线 a=3.9 域 "”， 即 a 是 一 个 大 于 3.57 的 数 。 另 外 ， 

。 如 果 我 们 选择 一 个 稍微 不 同 的 起 始 值 ， 
; ”p=0.29， 一 个 接近 于 0.3 的 值 ， 其 人 口 增 
.oO，、 7 ”长 曲线 与 之 前 的 曲线 在 前 几 个 时 刻 有 近 
5 似 的 吻合 ， 但 到 后 面 便 会 完全 偏离 。 这 
个 现象 是 爱德华 ，。 洛 伦 兹 在 1961 年 发 现 


| 的 〔 见 表 框 中 文字 )。 
0.30 6 天 气 巴 报 “我 们 都 知道 ， 即 使 借助 
0.290 


功能 非常 强大 的 计算 机 ， 我 们 也 无 法 提 
前 预知 几 天 后 的 天 气 情况 。 我 们 会 发 现 
实际 的 天 气 情况 和 几 天 前 所 预报 的 大 相 
0 | 2 34 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 径 庭 。 这 是 因为 决定 天 气 情况 的 方程 是 


时 间 ] 


非 线 性 的 一 一 它们 不 仅 涉 及 变量 本 刁 ， 
还 涉及 变量 之 间 的 乘积 。 

天 气 预 报 背 后 的 数学 理论 是 由 法 
国 工 程 师 克 劳 德 。 纳 维和 英国 数学 物理 
学 家 乔治 。 加 布 里 埃 尔 。 斯 托 克 斯 分 别 
于 1821 年 和 1845 年 独立 完成 的 。 科 学 
家 们 对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 产生 了 浓厚 
的 兴趣 。 位 于 马萨诸塞 州 剑桥 市 的 殉 害 
数学 研究 所 ， 最 赏 100 万 美元 ， 奖 给 那 
些 在 寻找 能 够 破解 这 些 方程 背后 秘密 的 
数学 理论 方面 得 到 实质 性 进展 的 人 们 ] 
将 这 些 方程 应 用 于 流体 流动 问题 ， 我 们 ] 
可 以 知道 很 多 大 气 层 上 层 中 气流 稳定 运 
动 的 情况 。 但 是 接近 地 球 表 面 的 气流 ， 
由 于 大 量 不 可 预知 的 连锁 反应 ， 经 常会 
产生 振荡 和 混沌 的 统 朱 。 
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从 气象 学 到 数学 


蝴蝶 效应 是 在 1961 年 左右 被 偶然 发 现 的 。 麻 省 理 
工大 学 的 气象 学 家 爱德华 。 洛 伦 兹 在 他 的 古董 级 计算 机 
画图 的 间 陈 去 吗 了 一 标 咖 啡 ， 当 他 国 来 时 ， 嬉 果 却 今 
他 大 吃 一 惊 。 他 原本 计划 重新 画 出 一 些 有 趣 的 气象 图 ， 
结果 却 得 到 了 一 个 无 法 识别 的 图 像 。 这 是 非常 奇怪 的 
现象 ， 因 为 他 输入 的 是 相同 的 初 嬉 值 ， 本 应 画 出 相同 
的 图 料 。 是 不 是 应 该 卖 掉 他 的 古董 计算 机 ， 撞 一 个 更 
加 可 靠 的 呢 ? 


经 过 少许 思索 ， 他 想起 了 他 在 画图 前 输入 初始 值 时 
确实 有 一 个 微小 的 变化 : 在 之 前 的 计算 过 程 中 ， 他 保留 
了 小 数 点 后 6 住 ， 但 是 ， 这 一 次 他 只 保留 了 小 数 点 后 3 
位 。 为 了 解释 该 差异 现 间 ， 他 使 用 了 短语 “蝴蝶 效应 "。 
在 这 个 发 现 之 后 ， 他 的 研究 兴趣 转向 了 数学 。 


尽管 我 们 对 于 线性 方程 系统 已 经 有 了 充分 的 了 解 ， 但 是 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 中 包含 了 一 些 非 线 性 项 ， 使 得 它们 难以 处 理 。 实 践 中 ， 解 决 它们 的 唯 
一 方法 就 是 通过 功能 强大 的 计算 机 对 其 进行 数值 求解 。 


奇异 吸引 子 ”动态 系统 可 以 被 看 作 是 其 相位 图 由 “吸引 子 ” 引 导 的 系 
统 。 在 单 摆 的 例子 中 ， 吸 引子 是 位 于 原点 上 的 单一 点 ， 运 动 趋 辐 于 七 。 而 
对 于 双 摆 ， 情 况 变 得 更 加 复杂 ， 但 即使 这 样 ， 相 位 图 仍然 表现 出 一 些 规则 
性 ， 被 相位 图 中 的 一 系列 点 所 吸引 。 对 于 这 类 系统 ， 这 些 点 可 以 形成 一 个 
不 规则 碎片 形 〈 见 第 25 章 )， 称 为 “奇异 ”吸引 子 ， 具 有 一 定 的 数学 结构 。 
所 以 ， 对 于 混沌 ， 我 们 并 不 是 一 筹 莫 展 。 在 新 的 混沌 理论 中 ， 我 们 看 到 的 
不 再 是 “混乱 的 ”混沌 ， 而 是 “有 秩 订 的 ” 汇 沌 。 


规整 中 的 混乱 


re 


i i ri 
二 


i 


106 


你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 
my A 设 
于 行 ds LX 


本 章 的 戏剧 性 故事 从 一 个 几何 场景 开始 议 想 一 条 直线 !/ 和 直线 外 的 一 点 P， 通 
过 碟 PP 我 们 可 以 画 出 多 少 条 平行 于 /的 直线 ? 似乎 很 明显 地 ， 只 有 一 条 通过 点 P 的 直 
线 ， 满 足 在 两 个 方向 上 都 与 ! 永 不 相交 ， 这 一 点 似 平 
i 是 不 言 而 喻 的 ， 有 是 完 全 符合 常识 . 欧 几 里 得 将 该 结论 
的 万 一 种 描述 作为 他 几何 基础 著作 《几何 原本 中 的 
1 公设 之 一 . 
管 识 并 不 总 是 可 靠 的 指南 。 我 们 将 要 看 看 欧 儿 里 得 假设 是 否 具有 数学 
欧 儿 里 得 的 《几何 原本 》 欧式 几何 是 在 13 册 《几何 原本 》 中 陈述 的 ， 
该 书写 于 公元 前 300 年 左右 。 它 是 历史 上 最 具 影 响 力 的 数学 书籍 之 _-， 和 希 
腊 数 学 家 们 一 直 将 其 奉 为 第 -部 关于 几何 的 系统 性 法 典 。 后 来 的 学 者 们 对 
保存 下 来 的 手稿 进行 研究 并 将 其 翻译 为 其 他 语言 ， 这 本 书 就 这 样 被 一 代 代 
流传 下 来 ， 并 且 被 普遍 颂扬 为 几何 的 标准 范例 。 
4《 儿 何 原本 》 从 “ 圣 书 ”过 渡 成 三 学 校 教授 几何 的 教材 。 但 是 ， 它 被 
下 明 是 不 适合 小 学 生 的 。 就 像 诗人 A.C. 希尔顿 所 讽刺 的 ， “尽管 他 们 通过 
死记 便 缘 将 它 写 了 下 来 ， 但 是 却 没有 能 够 写 正确 ,” 你 可 能 会 说 欧 几 里 得 是 
与 给 为 人 而 不 是 男孩 看 的 。 在 19 世纪 的 英国 学 校 中 ， 作为 课程 中 的 一 门 学 
科 ， 它 的 影响 力 到 达 顶 峰 。 而 今 ， 对 数学 家 而 言 ， 它 仍然 是 一 块 试 金石 。 


公元 1829 一 31 年 


欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 多 蔬 切 夫 斯 基 ( Lobachevsky ) 和 
中 提 到 了 平行 公设 波 尔 约 [| Bolyai } 发 表 了 关于 双 曲 
几何 的 著作 


约 公 元 前 300 年 
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欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 书写 风格 使 得 
它 引 人 注目 一 它 的 成 就 在 于 它 将 几何 表述 “ 欧 几 里 得 公设 
为 一 系列 被 证 明 的 定理 。 福 尔 摩 斯 一 定 会 对 ea 
谍 的 演绎 系统 大 加 辨 党 ， 因为 它 对 公理 的 清 出 庞大 的 理论 体系 ， 欧式 几何 是 一 个 极 好 的 例子 ， 
晰 表述 颇具 逻辑 ， 他 可 能 也 会 惩罚 华 生 ， 因 为 后 来 的 公理 系统 树 下 了 榜样 。 他 的 5 个 公设 是 ， 
为 华 生 没有 把 它 看 作 是 个 “冷漠 无 情 的 系统 ”. i 


pe a a : 


信 旨 欧式 几何 大 厦 以 公理 为 基石 〈 见 表 (2) 一 条 线段 可 以 沿 直线 方向 无 限 延伸 ， 3 
框 中 文字 )， 但 是 这 还 不 够 。 欧 几 早 得 还 添 (3) 指定 任意 的 轿 心 和 半径 ， 都 可 以 作出 一 个 圆 ， 上 
加 了 “定义 ”和 “共同 概念 ”。 定义 包括 诸如 (4) 所 有 的 直角 都 相等 ， . 
“局 是 不 可 分 割 的 单位 ”和 “直线 是 无 限 长 的 (5) 如 果 一 条 线段 与 两 条 直线 相交 ， 在 某 一 全 > 


大 度 ” 的 表述 。 而 共同 概念 包括 诸如 “总 体 入 6 计生 二 人 
大 于 局 部 ”和 “等 同 于 同一 物体 的 物体 彼此 i 
识 到 欧 几 里 得 构造 出 了 一 些 被 默许 的 假设 ， 


第 五 公设 欧 几 里 得 第 五 公设 在 《几何 原本 》 发 表 后 
的 2000 多 年 来 一 直人 饱 受 争议 。 仅 从 风格 上 来 说 ， 虚 饰 而 繁 
撑 的 表述 方式 让 它 听 起 来 是 不 恰当 的 。 欧 几 申 得 本 人 对 此 也 
很 是 不 悦 ， 但 是 他 需要 用 它 来 证 明 其 他 命题 ， 因此 必须 保留 
它 。 他 也 曾 尝 试用 其 他 的 公设 来 证 明 它 ， 但 是 失败 了 . 


后 来 的 数学 家 们 试图 证 明 这 条 公设 或 者 用 一 条 更加 简单 
的 会 设 代替 它 。1795 年 ， 约 翰 。 普 芋 费 尔 对 它 的 另 一 -种 表述 
得 到 了 广泛 的 流传 ， 对 于 直线 /和 直线 外 的 点 PP， 有 且 只 有 
-条 生 线 通过 点 P 且 平行 于 1。 几 乎 在 同时 ， 阿 德 利 品 。 玛 
利 。 埃 。 转让 德 提 出 了 另 一 个 等 效 的 替代 版 本 . 三 角形 内 角 
之 和 等 于 180 度 。 这 些 对 第 五 公设 新 的 表述 形式 平息 耳 对 其 


婆 蝇 作 了 关于 几何 基础 的 演讲 克 葬 因 通 过 图 论 将 几何 统一 在 要因 斯 坦 的 广 祥 相对 论 以 黎 机 几何 为 基础 


一 个 框架 里 
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朋 述 不 自然 的 异议 。 它 们 比 欧 几 里 得 给 出 的 安 拙 版 本 更 加 容易 被 人 们 接受 。 


对 于 第 五 公设 的 男 一 类 攻击 是 试图 找到 它 的 证 明 方 法 。 七 强大 的 吸引 力 
招致 了 一 大 批 追随 者 。 如 果 确 实 能 够 找到 一 -个 证 明 ， 这 条 公设 将 会 变 成 一 条 
定理 ， 它 便 可 以 从 火线 上 退 体 了。 不幸 的 是 ， 对 其 的 所 有 尝试 最 终 都 成 为 了 
依 环 论证 ， 它 们 在 论辩 中 所 使 用 的 假设 恰好 正 是 他 们 需要 去 证 明 的 。 


非 欧 儿 何 突破 性 的 进展 来 自 于 卡尔 。 弗 雷 德里 希 。 高斯、 哈 诺 斯 。 波 尔 约 
所 久光 巴 切 夫 斯 基 的 工作 。 尽 管 高 斯 并 没有 发 表 他 的 著述 ， 但 是 似乎 很 明 
显 ， 他 在 1817 年 得 到 了 他 的 结论 。 波 尔 约 的 作品 发 表 于 183] 年 ， 而 罗 巴 
切 夫 斯 基 也 在 1829 年 独立 地 发 表 了 他 的 作品 ， 因 此 ， 在 这 二 者 之 间 引 来 了 
一 场 关 于 优先 权 的 争论 。 这 些 人 的 天 才 头 脑 都 是 考 良 置疑 的 。 他 们 有 效 地 
证 明了 第 五 公设 独立 于 其 他 四 条 公设 。 通 过 将 它 的 否定 形式 添加 于 其 他 四 
条 公设 中 ,他们 向 人 们 展示 了 一 个 可 能 被 构造 出 来 的 完备 系统 。 


波 乐 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 人 允许 有 多 于 1 条 直线 通过 


--、 ..-… 点 PP 且 与 1 不 相交 ， 从 而 构造 出 了 一 个 新 的 几何 体系 。 
ER 但 是 这 怎么 可 能 呢 ? 显然 图 中 的 两 条 虚线 会 与 ! 相交 。 
Se 、、 如 果 我 们 承认 这 一 点 ， 我 们 便 不 知 不 觉 地 与 欧 几 里 得 

-一 ~ 不 谋 而 合 。 这 个 图 只 是 一 个 骗局 ， 因 为 波 尔 约 和 罗 巴 


切 夫 斯 基 所 提出 的 是 一 个 崭新 的 几何 体系 ， 并 不 符合 
了 欧 几 里 得 的 常识 。 事 实 上 ， 他 们 的 非 欧 几何 可 以 被 认 
为 是 曲面 上 的 几何 ， 该 曲面 被 称 为 伪 球 面 。 


在 伪 球面 上 ， 两 点 间 的 最 短路 径 和 欧式 几何 中 的 
直线 扮演 着 相同 的 角色 。 在 非 欧 几 何 中 ， 一 个 新 奇 之 
处 是 三 角形 的 内 和 角 和 小 于 180 度 。 该 几何 也 被 称 为 双 
曲 几 和 何 。 


关于 第 五 公设 的 另 一 种 表述 形式 是 通过 点 已 的 所 
有 再 线 都 与 ! 相 交 。 也 就 是 说 ， 没 有 一 条 通过 点 己 的 
直线 与 1 平行 。 该 几何 不 同 于 波 尔 约 和 罗 巴 切 夫 斯 基 
的 几何 ， 但 是 无 疑 也 是 一 个 天 才 的 几何 系统 。 该 几何 


的 一 个 典型 例子 是 球面 几何 。 在 球面 中 ， 最 大 圆 〈 周 长 等 于 球体 自身 的 周 
长 ) 和 欧式 几何 中 的 直线 扮演 着 相同 的 角色 。 在 这 个 非 欧 几何 系统 中 ， 三 . 


角形 的 内 角 和 大 于 180 度 。 该 几何 系统 又 称 为 椭圆 几何 ， 它 的 创立 和 德国 
数学 家 黎 曙 密切 相关 ， 黎 曼 于 19 世纪 30 年 代 对 其 进行 了 研究 。 


曾经 被 认为 是 几何 真理 的 欧式 几何 一 一 据 康德 所 说 ， 它 是 与 人 大林 
连接 的 几何 终于 失去 了 它 的 根基 地 位 。 欧 式 几 何 是 现在 诸多 几何 系统 
和 其 中 之 一 ， 介 于 双 曲 几何 和 椭圆 几何 之 间 。 这 些 不 同 的 版 本 被 菲 利 殉 
昕 。 克 莱 因 于 1872 年 统一 到 了 一 起 。 非 欧 几 何 的 到 来 基数 学 中 的 一 件 局 
下 动 地 的 事情 ， 它 为 爱 因 斯 坦 广义 相对 论 ( 见 第 48 章 ) 中 的 几何 铺 平 了 站 
路 。 因 为 广义 相对 论 恰恰 需要 一 种 新 的 几何 体系 一 一 一 种 弯曲 时 空 的 几何 ， 
或 黎 曼 几何 。 现 在 ， 这 种 非 欧 几 何 可 以 解释 为 什么 物体 会 下 落 ， 而 不 是 用 
沾 顿 力学 中 的 万 有 引力 来 解释 。 空 间 中 存在 的 大 量 物体 ， 如 地 球 和 太 站 ， 
信 导 致 时 空 恋 得 弯曲 。 在 一 块 薄 橡 胶 上 放 一 个 弹 球 ， 会 产生 轻微 的 压 猴 ， 
但 是 如 果 把 一 个 保龄球 放 在 上 边 ， 则 会 导致 巨大 的 形 松 。 

这 种 在 黎 曙 几何 中 度量 的 曲率 可 以 预测 在 巨大 物体 存在 的 情况 下 ， 泡 
线 会 如 何 弯曲 。 在 普通 的 欧式 空间 中 ， 时 间 是 一 个 独立 的 变量 ， 不 满足 厂 
义 相 对 论 的 条 件 。 其 中 一 个 原因 是 欧式 空间 是 平坦 的 一 一 不 存在 弯曲 。 议 
起 _ 张 铺 在 桌面 上 的 纸 ， 我 们 可 以 说 纸 上 任 意 一 点 的 曲率 都 为 0。 而 在 黎 且 
时 空中 ， 一 个 非常 基础 的 概念 是 曲率 ， 它 在 连续 地 变化 一 一 就 像 一 件 相 靶 
衣料 上 各 点 间 的 变化 。 这 就 像 观看 露天 展 馆 外 边 的 弯曲 镜面 一 样 ， 你 看 到 
的 图 像 取 决 于 你 观看 镜子 的 位 置 ， 

礁 怪 年 轻 的 黎 曼 在 19 世纪 50 年 代 给 高 斯 留 下 了 深刻 的 印象 ， 高 斯 其 
未 认为 ， 黎 曼 的 洞察 力 会 为 空间 的 “形而上学 ” 带 来 一 场 新 的 革 他 。 


如 果 平 行 线 相交 会 管 样 


? 
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几何 (geometry ) 是 最 古老 的 工艺 之 一 一 一 它 字 面 上 的 意思 是 地 理 (geo ) 测量 
(metry )。 在 普通 几何 中 ， 我 们 所 研究 的 对 象 是 连续 的 线 和 立体 的 形状 ， 筷 们 部 可 以 
被 看 作 是 由 一 些 彼 此 连续 的 点 构成 的 ，。 离 散 数学 所 要 处 理 的 是 整数 ， 而 非 连续 的 实 
数 ， 而 离散 几何 所 涉及 的 是 一 系列 有 限 的 点 和 线 ， 或 是 由 点 组 成 的 点 格 一 一 连续 被 抓 
这 所 取代 。 


点 格 或 点 阵 是 一 个 典型 的 点 的 集合 ， 其 中 点 的 坐标 都 是 整数 。 这 种 几 
何 提出 了 很 多 有 趣 的 问题 ， 并 且 在 很 多 相差 过 异 的 领域 中 都 有 所 应 用 ， 例 
如 编码 定理 、 科 学 实验 设计 等 。 

让 我 们 看 一 下 下 面 这 个 例子 一 一 一 个 灯塔 射出 一 东兴。 设想 站 
线 从 原点 OO 射出， 并 且 在 模 轴 和 纵 轴 之 间 来 回 扫描 。 我 们 会 询问 ， 
哪 条 光线 碰 到 了 点 格 中 的 哪个 点 〈 这 些 格 点 可 以 看 作 是 码头 上 整齐 
排列 的 船只 )。 

穿 过 原点 的 射线 的 方程 是 y=mx。 这 个 方程 表示 穿 过 原点 并 且 笠 
率 为 m 的 直线 。 如 果 该 射线 是 y=2x， 那 么 它 将 会 遇 到 坐标 为 二 1， 
y=2 的 点 ， 因 为 这 些 值 满 足 该 方程 。 如 果 射 线 遇 到 了 一 个 坐标 为 
x=a，J=b 的 点 ， 斜 率 m 将 等 于 bla。 因 此 ， 如 果 贡 不 是 一 个 真正 的 
分 数 (例如 ， 它 可 能 是 V2 )， 那 么 这 条 射线 将 会 错过 所 有 的 格 点 。 

光线 y=2x 将 会 碰 到 点 4， 其 坐标 为 =1，y=2， 但 是 它 照 不 到 
点 互 ， 坐 标 为 二 2， 关 4。 同 样 地 ， 所 有 处 于 4“ 后 面 ”的 点 〈 如 点 C， 坐 


xly 轴 平 面 中 的 格 点 


人 外 元 1639 年 


四 斯 卡 在 年 从 16 眠 时 发现 布 里 昂 梭 发 现 了 帕斯卡 定理 的 对 
了 帕斯卡 定理 慢 定 理 


标 为 入 3， 关 6， 以 及 点 万 ， 坐 标 为 二 4，y=8) 都 会 被 遮 南 。 
我 们 可 以 假想 我 们 自己 站 在 原点 上 ， 以 鉴定 哪些 点 可 以 从 那 
里 看 到 ， 而 哪些 点 被 遮蔽 。 

我 们 可 以 证 明 ， 那 些 可 以 被 看 到 的 点 一 定 是 与 坐标 x=a， 
y=b 互 质 的 点 。 例 如 ， 该 点 的 坐标 可 能 是 x=2，y=3， 际 1 以 
外 的 任何 数 都 不 能 同时 整除 x 和 y。 该 点 之 后 的 其 他 点 ， 其 坐 
标 都 是 该 点 坐标 的 倍数 ， 如 x=4，}y=6， 或 本 6，}=9， 等 等 。 

皮 克 定 理 ”奥地利 数学 家 皮 克 因 两 件 事 而 声名 远扬 。 其 
一 是 他 是 爱 因 斯 坦 的 挚友 ， 而 且 有 证 据说 明 ， 是 他 在 1911 年 
帮助 这 个 年 轻 的 科学 家 进入 了 布拉格 的 德国 大 学 。 而 为 一 件 
事 是 他 曾经 写 了 一 篇 简短 的 论文 ， 发 表 于 1899 年 ， 是 关于 
“网 格 ” 几 何 的 。 尽 管 他 一 生 的 工作 涉及 了 相当 多 的 主题 ， 但 
是 他 被 后 人 所 记 住 却 是 因为 那 条 颇具 魅力 的 皮 殉 定理 一 一 这 
真是 一 条 了 不 起 的 定理 ! 

皮 克 定 理 给 出 了 一 种 计算 由 坐标 为 整数 的 格 点 连接 而 成 
的 多 边 形 的 面积 的 方法 。 这 是 一 种 弹 球 数学 。 

要 得 到 该 多 边 形 的 面积 ， 我 们 需要 数 出 边线 上 者 点 的 数 
目 ， 以 及 多 边 形 内 部 口 点 的 数目 。 在 我 们 的 例子 中 ， 边 线 上 
点 的 数目 为 p=22， 而 多 边 形 内 部 点 的 数目 为 c=7。 知 道 了 这 
两 个 值 ， 我 们 便 可 以 通过 皮 克 定 理 计算 出 多 边 形 的 惫 析 。 

面积 =b/2+c-| 

根据 该 公式 ， 我 们 算出 该 多 边 形 的 面积 为 22/2+7-1=11。 
即 面积 为 17 个 平方 单位 。 就 是 这 么 简单 。 皮 元 定 理 可 应 用 于 
任何 各 顶点 坐标 为 整数 的 形状 ， 唯 一 需要 满足 的 条 件 是 它 的 
各 条 边 不 会 穿 过 它 本 里 。 


1892 年 


冠 克 黑 参 与 发 现 了 斯 坦 纳 三 元 法 诺 发 现 了 法 诺 形 一 一 投影 用 
系 { Steiner Triple Systems | 何 中 最 简单 的 例子 
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备 边 形 


1899 年 


皮 克 发 表 了 计算 多 边 形 面积 的 定理 


111 


112 


pr 
法 诺 形 退化 成 的 欧 几 里 得 图 


你 不 可 不 知 的 $0 个 数学 知识 


法 语 形 法 诺 形 几何 和 皮 克 定 理 大 概 是 在 同一 时 期 被 发 现 的 ， 但 是 法 
诸 形 根本 不 需要 测量 任何 值 。 它 根据 意大利 数学 家 吉 诺 ，。 法 诺 的 名 字 命 
名 ， 法 诺 是 研究 有 限 几 何 的 先驱 ， 而 法 诺 形 是 “投影 几何 ”的 最 简单 的 例 
于。 它 由 仅仅 7 个 点 和 ?7 条 边 形成 。 

这 7 个 点 标记 为 4，8，C，D，E, 下 和 G。 我 们 很 容易 找到 这 7 条 边 
中 的 6 条 边 ， 但 是 第 7 条 边 在 哪里 呢 ? 根据 该 几何 体系 的 性 质 以 及 该 图 的 
构建 方式 ， 我 们 所 寻找 的 第 7 条 边 应 当 是 DFG 一 一 穿 过 点 D，F，G 的 圆 。 
这 样 做 不 会 有 任何 问题 ， 因 为 离散 几何 中 的 线 并 不 一 定 是 通常 意义 下 的 


这 个 简单 的 几何 体系 具有 很 多 性 质 ， 例 如 ; 

口 每 两 个 点 之 间 有 且 只 有 一 条 共同 的 边 ; 

口 每 两 条 边 之 间 有 且 只 有 一 个 共同 的 点 。 
这 两 条 性 质 正 是 这 类 几何 体系 所 具有 的 最 显著 的 性 质 一 一 二 元 性 。 和 第 一 
条 性 质 相 比 ， 第 二 条 性 质 仅 仅 是 将 第 一 条 性 质 中 的 “ 边 ” 和 “点 ”的 位 置 
互 换 ， 同 理 ， 第 一 条 性 质 是 将 第 二 条 性 质 中 的 “ 边 ” 和 “点 ” 互 换 。 


对 于 任何 一 个 真 命题 ， 如 果 我 们 调换 其 中 两 个 词 的 位 置 ， 并 作 一 些 必 
要 的 语法 修改 ， 我 们 可 以 得 到 男 一 个 真 命题 。 投 影 几 何 是 非常 对 称 的 。 而 
欧式 几何 却 不 具备 这 样 的 性 质 。 在 欧式 几何 中 ， 存 在 平行 线 ， 即 一 对 永远 
部 不 会 相交 的 直线 。 因 此， 在 欧式 几何 中 ， 我 们 可 以 非常 愉快 地 说 出 平行 
的 概念 。 然 而 ， 这 一 点 对 于 投影 几何 来 说 却 是 不 可 能 的 。 在 投影 几何 中 ， 
任意 两 条 边 都 会 相交 于 一 点 。 对 于 数学 家 们 来 说 ， 这 意味 着 欧式 几何 仅仅 
是 几何 家 族 中 的 一 员 。 


如 果 我 们 将 法 诺 形 中 的 一 条 边 以 及 它 上 面 的 点 称 除 ， 我 们 将 再 次 回 
到 非 对 称 欧 式 几 何 的 王国 ， 也 将 再 次 能 够 看 到 平行 线 。 假 设 我 们 移 除 的 是 
“ 圆 ” 线 DFG， 从 而 得 到 一 -个 欧 几 里 得 图 。 


缺少 了 一 条 边 后 ， 现 在 总 共有 6 条 边 : 4B8, AC, AE, BC, BE 以 及 
CE。 现 在 ， 我 们 可 以 看 到 一 些 平行 线 ， 它 们 分 别 是 4B 和 CE, AC 和 BE， 
以 及 BC 和 AE。 在 这 个 意义 上 ， 如 果 两 条 边 上 没有 共同 的 点 ， 它 们 便 是 平 
行 的 一 一 就 像 48 和 CE 一 样 。 


在 数学 中 ， 法 诺 形 占据 了 一 个 标志 性 的 位 置 ， 因 为 它 和 很 多 的 想法 和 
应 用 都 有 着 紧密 的 联系 。 它 是 柯 克 曼 的 女 学 生 问题 中 的 一 个 关键 点 ( 见 第 
41 章 )。 在 实验 设计 理论 中 ， 法 诺 形 是 斯 坦 纳 三 元 系 “STS) (一 种 变化 多 
端的 系统 ) 的 一 个 实例 。 给 定 有 限 数量 的 个 对 象 ，STS 可 以 把 这 些 对 象 
划分 为 一 些 分 块 ， 其 中 每 个 分 块 包 会 3 个 对 象 ， 而 这 个 对 象 中 的 任意 两 
个 对 象 都 恰好 同时 存在 于 一 个 分 块 中 。 给 定 7 个 对 象 4, 8B, C, D, E, F 
和 G，STS 的 分 块 对 应 着 法 诺 形 中 的 名 条 边 。 


一 对 定理 ”帕斯卡 ‘(Pascal) 定理 和 布 里 昂 雄 (Brianchon) 定理 是 介 于 
连续 几何 和 离散 几何 之 间 的 定理 。 虽 然 它 们 内 容 并 不 相同 ， 但 是 彼此 间 却 
有 着 密切 的 联系 。 帕 斯 卡 定理 是 由 帕斯卡 〈Blaise Pascal) 于 1639 年 发 现 
的 ， 那 时 他 仅仅 16 岁 。 将 一 个 圆 拉 伸 ， 得 到 一 个 椭圆 〈 见 第 22 章 )， 我 们 
在 上 面 标 出 6 个 点 ， 分 别 是 1，BL，Ci， 以 及 4;1，B,，，Cy。 记 直线 41B8; 和 
A2Bi 的 交点 为 P，4iC; 和 4C 的 交点 为 OQ，BiC2 和 BC 的 交点 为 RR。 该 定 
理 指明 了 点 P，Q 和民 处 在 同一 条 直线 上 。 


无 论 这 6 个 不 同 的 点 处 于 椭圆 上 的 什么 位 置 ， 帕 斯 卡 定理 都 成 立 。 事 
实 上 ， 我 们 可 以 用 其 他 的 二 次 曲线 代替 椭圆 ， 如 双 曲 线 、 圆 、 甚 至 平行 直线 
(在 这 种 情况 下 ， 此 结构 称 为 “ 翻 线 游 戏 ”)， 而 该 定理 仍然 成 立 。 

布 里 昂 梭 定理 的 发 现 要 比 帕斯卡 定理 晚 很 多 ， 它 是 由 法 国 数学 家 和 化 学 
家 布 里 昂 梭 (Charles-Julien Brianchon) 发现 的 。 让 我 们 夯 出 和 椭圆 外 切 的 6 条 
切线 ， 分 别称 之 为 qm， 机 ，ct， 以 及 ay， 加 ，c2。 然 后 ， 我 们 可 以 根据 这 些 切 
线 的 交点 ， 定 义 出 3 条 对 角 线 ， 线 p，g， 及 r， 即 : p 是 ab 的 交 上 写 ob 
的 交点 之 间 的 连 线 ，g 是 we 的 交点 与 ecl 的 交点 之 间 的 连 线 ，r 是 hic: 的 交 
点 与 oc 的 交点 之 间 的 连 线 。 布 里 昂 梭 定理 阐释 了 线 p，g 和 相交 于 一 点 。 

这 两 个 定理 可 以 说 彼此 对 偶 ， 这 也 是 投影 几何 中 的 定理 成 对 出 现 的 万 一 
个 例子 


我 们 感 兴趣 的 独立 的 点 
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布 里 昂 雄 定理 


114 上 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


图 论 


数学 中 有 两 类 图 。 在 上 学 时 ， 我 们 所 画 出 的 曲线 是 为 了 表明 变量 x 和 ?了 之 间 的 关 
系 。 向 在 为 一 种 比较 新 近 的 种 类 里 ， 曲 线 的 作用 仅 仪 是 把 点 连接 在 一 起 .。 


哥 尼斯 堡 是 普鲁士 东部 的 一 座 城 市 ， 由 于 城中 有 7 座 横 跨 普 雷 格 尔 河 
的 天 酉 而 轩 名 。 这 座 城 市 不 仅 是 伟大 哲学 家 康德 (Immanuel Kant) 的 故乡 ， 
-次 ? 我 们 并 不 要 求 最 后 回 到 出 发 的 地 方 一 一 只 需 保 证 每 
个 大 桥 都 容 过 一 次 即 可 。 
1 其 中 最 关键 的 一 步 就 是 将 该 半 抽 和 象 图 进一步 地 拆 解 ， 以 将 其 完全 抽象 化 。 
以 这 种 方式 ， 我 们 得 到 了 一 个 由 点 和 边 组 成 的 图 。 岸 被 表示 为 “点 ”， 而 将 


而 上 且 ， 男 外 一 个 著名 的 数学 家 ， 欧 拉 ， 也 和 这 座 城市 以 及 
| 
1735 年 ， 欧 拉 问 俄罗斯 科学 院 呈 递 了 他 的 解 ， 这 个 解 
其 相连 的 大 桥 表示 为 “ 边 ”。 这 些 都 不 重要 ， 重 要 的 是 它们 连接 的 方式 。 


它 的 大 桥 有 着 紧密 的 联系 ， 
个 十 分 有 趣 的 问题 在 18 世纪 被 担 了 出 来 ， 在 哥 尼斯 

保 漫步 ， 有 没有 一 种 办 法 将 所 有 的 大 桥 都 穿 过 而 且 仅 穿 过 

被 认为 是 现代 图 论 的 开篇 之 作 。 在 如 下 的 半 抽象 图 中 ， 河 中 心 的 岛 标记 为 
7， 而 河岸 分 别 标记 为 4，B 以 及 C。 你 是 否 可 以 策划 出 一 种 步行 方案 ， 能 
够 在 星期 天 的 下 午 ， 将 每 座 桥 都 穿 过 一 次 ? 拿 起 一 支 铝 笔 尝试 一 下 吧 。 这 


二 


欧 拉 找到 了 一 种 成 功 的 些 行 方式 。 除 起 点 和 终 三 之 外， 每 一 次 通过 一 
座 桥 走 到 一 个 岸上 之 后 ， 都 必须 找到 男 一 座 没 有 走 过 的 桥 离 开 该 尾 。 


欧 拉 解决 了 哥 尼斯 堡 的 大 卡尔 * 肖 全 马 ( Carl Schorlemmer | 
桥 问题 将 化 学 和 “ 树 ” 联 系 在 一 起 
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将 该 想法 付 诸 于 这 幅 抽象 的 图 中 ， 我 们 可 以 说 ， 和 点 相连 的 边 必 须 是 
成 对 的 。 要 想 将 所 有 的 桥 都 遍历 一 次 的 话 ， 除 2 个 表示 步行 起 点 和 终点 的 
点 之 外 ， 其 他 的 点 都 必须 有 侦 数 条 边 与 之 相连 。 


和 某 一 点 相连 的 边 的 数目 ， 称 为 该 点 的 “上 度 。 
欧 拉 定理 是 这 样 陈 述 的 : 


要 将 城市 中 所 有 的 桥 都 遍历 一 次 ， 除 最 多 两 点 外 ， 其 他 所 有 
点 的 度 都 必须 为 偶数 。 


看 一 看 这 幅 表示 哥 尼 斯 堡 的 图 ， 每 一 点 的 度 都 是 奇数 。 这 意味 着 
将 哥 尼 斯 保 中 的 所 有 桥 都 只 遍历 一 次 是 不 可 能 的 。 如 果 桥 的 设置 有 所 
变化 的 话 ， 那 么 仅 遍 布 一 次 就 有 可 能 了 。 如 果 在 岛 !/ 和 岛 C 之 间 建 有 
另 一 座 桥 ， 那 么 1 和 CC 的 度 将 变 成 偶数 。 这 意味 着 我 们 可 以 从 4 出 发 ， 
将 所 有 桥 都 仅 凯 历 一 次 后 在 B8 结束 。 如 果 再 建 一 座 杖 ， 这 次 是 在 4 和 
8 之 间 (如 图 所 示 )， 我 们 则 可 以 从 任何 一 点 出 发 ， 而 且 最 终 将 回 到 该 2 
点 。 这 是 因为 在 这 种 情况 下 ， 所 有 点 的 度 都 是 偶数 。 
握手 定理 ”如 果 有 人 要 求 我 们 画 出 一 个 图 ， 其 中 有 3 个 点 的 度 为 奇数 ， 
我 们 会 发 现 一 个 问题 。 试 一 下 吧 。 这 是 不 可 能 做 到 的 ， 因为 


在 任何 图 中 ， 度 为 奇数 的 点 的 个 数 一 定 为 偶数 。 
这 便 是 握手 定理 图 论 的 第 一 个 定理 。 在 任何 一 个 图 中 ， 每 条 边 都 


右 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 换 句 话说， 它 需 要 两 个 人 来 握手 。 如 果 我 们 将 整 


1999 年 


库 拉 图 斯 基 ( Kuratowski |) 乔治 * 波 利 亚 将 代数 的 计数 拉 埃 里 克 。 雷 天 斯 ( Eric Rains ) 和 尼 
证 明了 他 的 平面 图 理论 术 运 用 到 图 论 里 尔 。 斯 洗 恩 (Neil Sloane ) 将 树 的 


计数 问题 进行 了 扩展 
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个 图 中 所 有 点 的 度 都 加 起 来 ， 得 到 的 必然 是 一 个 偶数 ， 不 妨 设 为 N， 接 
下 来 ， 我 们 假设 有 x 个 点 的 度 为 奇数 ，y 个 点 的 度 为 偶数 。 设 所 有 奇数 应 
的 和 为 W， 而 所 有 偶数 度 的 和 为 N， 那么 N, 必然 是 偶数 。 因 此， 我 们 有 
ActV=N， 则 N. =N-N。 由 此 可 以 得 到 N 为 偶数 。 但 是 ， x 本身 不 能 是 奇 
狼 ， 这 是 因为 ， 奇 数 个 奇数 度 相 加 的 和 必然 是 奇数 。 
最 终 我 们 得 到 结论 ，x 必须 是 偶数 。 

莫 平 面 图 形 ”公共 设施 问题 是 一 个 很 古老 的 亦 题 。 
假设 有 3 座 房子 和 3 种 公共 设施 天 然 气 、 电 以 及 
水 。 我 们 必须 将 每 座 房子 都 与 这 些 公共 设施 连接 在 一 
起 ， 但 是 这 里 有 一 个 要 求 一 一 它们 之 间 的 连 线 不 可 以 
相交 。 

事实 上 ， 这 是 一 项 不 可 能 完成 的 任务 一 一 然而 你 
还 是 可 以 让 你 最 信任 的 朋友 们 试 一 下 。 在 同一 平面 中 ， 
将 3 个 点 和 另外 3 个 点 相连 〔 只 有 9 条 线 )， 所 有 这 样 
的 图 都 不 可 能 没有 边 相 交 。 这 类 图 叫做 非 平面 图 。 该 
公共 设施 图 ， 以 及 将 5 个 点 两 两 相连 所 形成 的 图 ， 在 
图 论 中 占据 着 特殊 的 位 置 。1930 年 ， 波兰 数学 家 卡 兹 米尔 兹 。 库 拉 图 斯 基 
证 明了 一 个 让 人 瞳 目 结 舌 的 定理 ， 一 个 图 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 以 上 所 述 
的 两 个 图 都 不 是 它 的 子 图 〈 子 图 是 包含 于 原 图 中 的 图 )。 


树 ” 树 是 一 种 特殊 的 图 ， 和 前 文中 的 公共 设施 图 以 及 哥 尼 斯 堡 图 相差 
其 远 。 在 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 中 ， 我 们 从 某 一 点 出 发 后 ， 也 许可 以 通过 另外 
一 条 不 同 的 路 径 返回 该 点 。 这 种 由 一 点 出 发 而 后 又 返回 该 点 的 路 径 称 为 环 。 
不 包含 环 的 图 称 为 树 。 


根 
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一 个 我 们 非常 熟悉 的 树 图 的 例子 是 计算 机 组 织 目 录 的 方式 。 它 们 是 以 
-种 层次 化 的 方式 组 织 ， 由 一 个 根 目录 中 衍生 出 着 干 层 目 录 。 由 于 不 存在 
环 ， 因 此 ， 不 通过 根 目 录 ， 便 无 法 从 一 个 分 支 切 摸 到 为 一 个 分 支 一 一 这 大 
计算 机 用 户 们 所 熟悉 的 操作 方式 。 

计算 树 的 数目 ”给 定 特定 数量 的 点 ， 可 以 构造 出 多 少 种 不 同 的 树 ? 数 
树 的 问题 是 由 19 世纪 的 英国 数学 家 阿 苇 。 凯 芋 解 决 的 。 例 如 ， 对 于 5 个 点 
的 情况 ， 总 共有 3 种 不 同 的 树 。 


-二 大 


凯 莱 可 以 数 出 比较 少 的 点 所 构造 出 的 树 的 数目 。 他 的 成 就 最 多 达到 少 
于 14 个 点 的 树 ， 在 没有 计算 机 的 情况 下 ， 这 对 于 人 类 的 计算 能 力 来 说 已 经 
是 接近 极限 了 。 从 那 以 后 ， 人 们 已 经 可 以 算出 多 达 22 个 点 所 能 构造 出 的 树 
的 数目 。 这 总 共有 上 百 万 种 不 同 的 类 型 ， 

即使 在 当时 ， 凯 莱 的 研究 成 果 也 得 到 了 实际 应 用 。 对 树 计数 和 化 学 有 
- 些 相关 之 钼 ， 一 些 化 合 物 的 特性 取决 于 它们 分 子 中 原子 的 排列 方式 。 原 
子 数 目 相 同 ， 但 是 排列 方式 不 同 的 化 合 物 具有 不 同 的 化 学 性 质 。 根 据 凯 莱 
的 分 析 结 果 ,“ 他 的 笔尖 ”有 可 能 预测 出 一 些 可 能 存在 的 化 学 物质 ， 而 这 些 
化 学 物质 后 来 都 在 实验 室 中 被 相继 找到 ， 


穿 过 大 桥 ， 进 信 树 多 
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是 巴 问题 


是 堆 送 给 小 汤姆 的 圣诞 礼物 ， 一 套 四 色 蜡 笔 和 一 张 英格兰 的 空白 国家 地 图 ? 可 能 
征 作 为 制图 员 的 邻居 磁 巧 送 来 的 小 礼物 ， 也 可 能 是 那 位 脾气 古怪 的 数学 家 ， 奥 十 斯 


礼物 绝对 不 会 是 小 气 
殉 某 切 特 一 家 住 


他 住 在 附近 ， 刚 刚 与 汤姆 的 父亲 在 一 起 度 过 了 一 -天 的 时 间 。 这 些 
最 先 生 送 来 的 


在 卡 姆 登 镇 贝 汉 街 的 一 间 褐 色 排 房 里 ， 正 好 位 于 新 开设 的 大 学 的 


北边 ， 而 德 摩根 正 是 该 大 学 的 一 名 教授 。 在 新 年 到 来 之 际 ， 当 教授 打 电 话 询 问 汤姆 是 
全 已 经 料 地 图 涂 上 颜色 的 时 候 ， 该 礼物 的 来 源 也 终于 明了 了 . 


德 摩根 对 地 图 的 着 色 有 明确 的 说 明 :“ 将 地 图 着 色 后 ， 你 必须 保证 每 两 
个 相 邻 〈 即 有 公共 边界 ) 的 邦 国 被 涂 上 的 是 不 同 的 颜色 。” 


“但 是 我 没有 足够 的 蜡笔 ”汤姆 不 假 思 索 地 回答 。 而 德 摩根 只 是 微微 
- 壬 ， 将 这 个 任务 留 给 了 他 。 其 实 就 在 前 不 久 ， 他 的 一 名 学 生 ， 弗 莱 德 里 
死 * 加 斯 里 ， 癌 他 问 起 了 这 个 问题 ， 而 且 提 到 了 一 种 使 用 四 种 颜色 就 可 以 
按 以 上 要 求 将 英国 地 图 着 色 的 方法 ， 这 个 问题 激发 了 德 摩根 的 数学 想象 力 。 

对 于 任何 一 张 地 图 ， 是 否 使 用 四 种 颜色 就 足以 保证 相 邻 区 域 的 颜色 不 
同 ? 几 个 世纪 以 来 ， 制 图 员 们 对 此 深信 不 疑 ， 但 是 可 以 给 出 一 个 严格 的 证 
明 吗 ? 我 们 可 以 考虑 一 下 世界 上 除 英国 之 外 其 他 任何 国家 的 县 郡 地 图 ， 如 
卖国 的 州 地 图 和 法 国 的 省 地 图 ， 甚 至 是 人 为 制作 的 地 图 ， 它 们 都 是 由 任意 
形状 的 区 域 和 边界 组 成 。 三 种 颜色 是 绝对 不 够 的 。 


公元 1852 年 1879 年 1890 年 
德 摩根 的 学 生 加 斯 里 向 他 肯 普 认为 他 解决 了 该 问题 希 伍 得 指出 了 肯 普 证 明 过 程 中 的 锚 


提出 了 这 个 问题 


误 ， 并 且 证 明了 一 个 五 色 定 理 
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让 我 们 看 一 下 美国 西部 的 州 地 图 。 如 果 仅 仅 使 用 蓝 、 绿 、 红 三 种 颜 
色 ， 我 们 可 以 先 从 内 华 达州 和 爱 达 荷 州 开始 。 开 始 时 选用 哪个 颜色 是 无 
所 谓 的 ， 我 们 不 妨 为 内 华 达州 选择 蓝 色 ， 为 爱 达 荷 州 选择 绿色 。 到 现在 
为 止 还 没有 任何 问题 。 同 时 ， 这 个 选择 意味 着 必须 将 犹他 州 着 为 红色 
然后 ， 将 亚利桑那 州 着 为 绿色 ， 将 加 利 福 尼 亚 州 着 为 红色 ， 以 及 ， 将 俄 
勒 冈 州 着 为 绿色 。 这 意味 着 俄勒冈 州 和 爱 达 荷 州 都 着 为 了 绿色 ， 因 此 ， 
它们 无 法 被 区 分 开 来 。 然 而 ， 如 果 我 们 有 四 种 颜色 ， 即 增添 一 种 黄色 ， 
我 们 可 以 使 用 该 颜色 为 俄勒冈 州 着 色 ， 这 样 ， 就 满足 所 有 的 要 求 了 。 那 
么 ， 这 四 种 颜色 一 一 蓝 色 、 绿 色 、 红 色 以 及 黄色 ， 对 任意 一 张 地 图 都 足 
够 了 吗 ? 这 个 问题 即 是 著名 的 四 色 问 是 

该 问题 的 流传 “在 德 摩根 发 现 了 该 问题 的 重要 意义 之 后 的 20 年 内 ， 四 
色 问 题 便 闻名 于 欧洲 和 美国 的 数学 界 。19 世纪 60 年 代 ， 美 国 数学 家 和 哲学 
家 杏 尔 斯 。 桑 德 斯 * 皮尔 斯 认为 他 已 经 证 明了 该 问题 ， 但 是 我 们 对 其 证 明 
过 程 却 无 从 寻 观 。 

由 于 维多利亚 时 代 的 科学 家 弗朗西斯 。 高 尔 顿 的 介入 ， 该 问题 变 得 更 
加 重要 。 他 看 到 了 将 其 发 表 所 带 来 的 价值 ， 因 此 诱 使 杰出 的 剑桥 数学 家 阿 
琴 . 凯 莱 在 1878 年 写 了 一 篇 论文 。 不 幸 的 是 ， 凯 莱 被 迫 承 认 他 的 证 明 失败 
7， 但 是 他 观察 到 只 要 考虑 三 个 国家 交 于 一 点 的 地 图 就 足够 。 这 个 贡献 激 
发 了 他 的 学 生 阿尔 弗 雷 德 。 布雷 * 肯 普 ， 他 开始 尝试 寻找 解决 方法 。 仅 仅 一 
年 之 后 ， 肯 普 宣布 他 找到 了 证 明 的 方法 。 凯 菜 衷 心地 祝贺 了 他 ， 而 且 他 由 
此 被 选 入 了 伦敦 皇家 学 会 。 


美国 西部 地 图 


接 下 来 发 生 了 什么 ” 肯 普 的 证 明 过 程 非常 元 长 ， 向 是 技 术 要 求 比较 高 ， 
尽管 有 一 两 个 人 对 其 一 直 持 怀疑 态度 ， 这 个 证 明 还 是 被 广泛 地 接受 了 。10 
年 后 ， 希 伍 得 (Percy Heawood) 找到 了 一 个 反 例 ， 指 出 了 肯 普 证 明 过 程 中 
的 不 足 ， 这 给 当时 的 人 们 一 个 不 小 的 震 慰 。 尽管 他 没 能 够 给 出 自己 的 证 了 明 ， 


阿 佩 尔 和 哈 肯 给 出 了 一 个 该 计算 机 证 明 被 简化 ， 但 是 仍 
基于 计算 机 的 针对 一 般 性 然 还 是 一 个 基于 计算 机 的 证 明 


结论 的 证 明 
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但 是 ， 希 伍 得 告诉 世人 ， 四 色 问题 的 挑战 之 门 仍然 若 开 着 。 现 在 ， 数 学 家 
们 又 该 回 到 那 块 绘图 板 上 了 ， 这 也 给 初学 者 们 提供 了 一 个 一 战 成 名 的 机 会 ， 
通过 使 用 肯 普 的 一 些 技术 ， 希 伍 得 证 明了 一 个 五 色 定理 -使 用 五 种 颜色 
TID 就 可 以 将 任意 一 张 地 图 着 色 。 如 果 有 人 能 够 构造 出 一 个 无 法 用 四 种 颜色 
Cg 着 色 的 地 图 ， 这 将 是 一 个 伟大 的 结果 。 数 学 家 们 又 处 在 了 一 个 进退 两 难 
多 的 境地 到 底 是 四 色 还 是 五 色 ? 

基本 的 四 色 定 理 是 关于 画 在 平面 或 球面 上 的 地 图 的 。 如 果 地 图 是 画 在 
像 甜 甜 圈 这 样 的 曲面 上 会 怎样 一 一 对 于 数学 家 们 来 说 ， 这 种 曲面 的 形状 要 上 比 
它 的 味道 更 具 吸引 力 。 对 于 这 种 曲面 ， 希 伍 得 证 明了 7 种 颜色 是 将 画 在 其 上 
面 的 地 图 着 色 的 充 要 条 件 。 他 甚至 证 明 出 了 对 多 孔 (个 孔 》 甜 甜 圈 曲 面 上 
的 地 图 着 色 时 ， 所 需要 的 颜色 数目 一 尽管 他 没有 证 明 这 些 数目 是 所 需要 的 
最 小 值 。 下 表 是 孔 的 个 数 为 起 始 的 几 个 自然 数 时 所 需要 的 颜色 数 . 


1 的 六 是 [1]2[3]41]s5T5]7] 
Se "718|9|ilulazlazloe 
2 孔 “ 甜 甜 圈 ” 通常 地 ，C =[1/2(7+ V1+48h)] ， 方 括号 意味 着 将 里 面 的 部 分 取 整 。 例 如 ， 


58 时 ，C=[13.310 7…]=13。 希 伍 得 的 公式 是 在 孔 数 大 于 0 的 严格 意义 下 给 
出 的 。 如 果 将 4=0 代入 ， 这 个 公式 给 出 的 结果 将 是 C=4。 


仿 管 如 此 ， 人 们 还 是 取得 了 一 些 进 展 。 一 位 数学 家 证 明了 4 种 颜色 对 
于 包 合 27 个 国家 的 地 图 是 足够 的 ， 另 一 位 数学 家 将 这 个 数字 增加 到 了 31， 
后 来 又 有 人 将 其 增加 到 了 35。 如 果 以 这 种 方式 证 明 下 去 ， 永 远 都 不 会 有 尽 
关 。 可 实 上 ， 肯 普 和 凯 菜 的 早期 论文 中 所 得 到 的 一 些 结论 ， 为 我 们 指明 了 
一 条 更 好 的 前 进 道 路 ， 数 学 家 们 发 现 ， 他 们 只 需要 检验 某 些 特定 的 地 图 结 
爸 ， 以 保证 四 种 颜色 是 足够 的 。 但 问题 是 ， 要 检验 的 数量 实在 太 多 了 
在 证 明 的 初始 阶段 ， 有 上 千 种 不 同 的 地 图 结构 要 检验 。 这 种 检验 是 无 法 手 
工 完成 的 ， 幸 运 的 是 ， 一 位 对 此 问题 研究 了 多 年 的 德国 数学 家 沃 尔 夫 冈 。 吧 
月 〈Wolfgang Haken)， 得 到 了 美国 数学 家 和 计算 机 专家 阿 佩 尔 (Kenneth 


Appel) 的 帮助 。 一 个 巧妙 的 方法 将 需要 检验 的 结构 数量 降低 到 了 1 500 以 
下 。 到 了 1976 年 的 6 月 未 ， 经 过 长 时 间 不 眠 不 休 的 研究 ， 此 工作 终于 完成 
了 于， 在 他 们 所 信赖 的 那 台 IBM 370 计算 机 的 帮助 下 ， 他 们 终于 成 功 地 解决 了 
这 个 伟大 的 问题 。 

印第安 那 大 学 数学 学 院 终 于 又 有 了 一 项 新 的 值得 夸耀 的 成 就 。 他 们 将 
其 “已 发 现 的 最 大 质数 ”的 邮票 替换 成 了 “四 种 颜色 就 足够 ”的 新 闻 。 这 
确实 是 当地 的 荣誉 ， 但 是 全 世界 数学 界 的 喝彩 又 在 哪里 呢 ? 毕竟 ， 这 是 一 
个 古老 的 、 连 汤姆 这 样 的 10 岁 孩 童 都 可 以 理解 的 问题 ， 但 是 ， 它 却 将 一 些 
最 伟大 的 数学 家 们 戏弄 和 折磨 了 一 个 多 世纪 ， 

喝彩 仍然 是 零 零 散 散 的 。 一 些 人 勉强 接受 了 该 工作 成 果 ， 而 很 多 人 还 
是 持 怀 疑 态 度 。 麻 烦 之 处 在 于 这 是 一 个 电脑 完成 的 证 明 ， 并 非 采用 传统 的 
数学 证 明 方 式 。 人 们 已 经 预料 证 明 方 法 可 能 会 很 难 理解 ， 证 明 过 程 可 能 会 
很 长 ， 但 是 ， 计 算 机 证 明 这 一 步 的 跨越 还 是 有 点 太 大 了 。 它 提出 了 “可 被 
验证 性 ”的 问题 。 人 们 如 何 去 检 验证 明 过 程 所 依赖 的 那 上 千 行 代码 呢 ? 计 
算 机 编程 的 错误 时 有 发 生 ， 而 一 个 错误 则 会 带 来 毁灭 性 的 后 果 ， 

这 还 不 够 。 这 个 证 明 过 程 所 缺少 的 是 一 个 所 谓 “ 原 来 如 此 ”的 因素 。 
人 们 如 何 能 够 阅读 证 明 的 过 程 ， 欣 赏 这 个 问题 的 精妙 之 处 ， 或 者 经 历 论 
证 中 的 最 关键 部 分 “原来 如 此 ”? 一 个 最 猛烈 的 批评 者 是 杰出 的 数学 家 保 
罗 ，。 哈 尔 莫 斯 。 他 认为 计算 机 证 明 的 可 信和 度 和 算命 者 差不多 。 然 而 ， 很 多 
人 还 是 承认 这 项 成 就 的 ， 只 有 那些 鲁莽 和 轧 礁 的 人 才 会 消耗 宝贵 的 研究 时 
回去 寻找 需要 5 种 颜色 着 色 的 反例 。 他 们 在 阿 佩 尔 和 哈 肯 之 前 可 能 会 这 样 
做 ， 但 是 在 这 个 证 明 完 成 之 后 就 绝对 不 会 了 。 

证 明和 完成 之 后 ” 目 1976 年 之 后 ， 需 要 检验 的 结构 数 又 减少 了 一 半 ， 而 
计算 机 的 运算 速度 越 来 越 快 ， 性 能 越 来 越 强大 。 这 意味 着 ， 数 学 界 还 等 待 
着 一 个 比 传 统 方法 更 加 简洁 的 证 明 过 程 。 同 时 ， 四 色 定 理 在 图 论 中 又 衍生 
出 许多 新 的 重要 问题 ， 而 且 ， 它 还 有 一 个 附带 影响 ， 那 就 是 ， 它 一 直 挑 战 
者 数学 家 们 的 理念 一 一 到 底数 学 证 明 应 该 是 什么 样子 的 。 


办 种 闫 色 就 是 够 了 


30 四 各 问题 
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ep 一 人 一 


明天 有 多 大 几率 下 雪 ? 我 有 多 大 可 能 性 会 赶 上 早 班 火车 ”你 有 多 大 概率 能 顾 得 彩 
更 ?在 日 常生 活 中 ， 当 我 们 想 要 知道 答案 时 ， 我 们 总 会 用 到 概率 、 可 能 性 、 几 率 这 些 
闻 。 它 们 也 是 数学 概率 论 中 所 使 用 的 词汇 


概率 论 非常 重要 。 它 和 不 确定 性 有 关 ， 是 评估 风险 的 关键 要 素 。 但 是 
-个 涉及 不 确定 性 的 理论 如 何 被 定量 呢 ? 毕竟 ， 数 学 是 一 门 精确 的 科学 。 

真正 的 问题 是 如 何 定量 概率 。 

我 们 看 一 下 地 球 上 最 简单 的 例子 一 一 抛 硬币 。 硬 币 落下 后 是 正面 朝 上 
的 概率 有 多 大 呢 ? 我 们 可 能 马上 会 说 出 概率 是 1/2 (有 时 也 表述 为 0.5 或 
50%)。 我 们 假设 这 枚 硬币 是 一 要 公平 的 硬币 ， 也 就 是 说 结果 为 正面 和 为 肥 
面 的 机 会 相等 ， 那 么 结果 是 正面 的 概率 就 是 1/2。 

抛 硬币 问题 ， 盒 子 里 的 小 球 问 题 ， 以 及 其 他 一 些 “ 机 械 ” 的 问题 相对 
都 比较 简单 易 懂 。 关 于 概率 的 度量 有 两 个 主要 的 理论 。 观 察 硬币 的 岗 面 对 
称 性 是 一 种 方法 。 另 一 种 方法 是 相对 频率 ， 即 我 们 将 该 试验 重复 很 多 次 并 
数 出 正面 朝 上 的 次 数 。 但 是 多 少 次 算 很 多 次 呢 ? 我们 很 容易 相信 正面 次 数 
和 反面 次 数 的 比例 大 约 是 50 : S0， 但 是 如 果 我 们 继续 进行 试验 ， 这 个 比例 
有 可 能 会 改变 。 

但 是 ， 怎 样 对 明天 下 雪 的 概率 给 出 一 个 有 意义 的 度量 ? 结果 有 两 种 可 
能 ;下 雪 或 者 不 下 雪 。 但 是 ， 不 像 抛 硬币 一 样 ， 我 们 无 法 确认 两 种 纺 坟 的 


约 公 元 17 世纪 50 年 代 1785 年 


帕斯卡 和 惠 更 斯 为 概率 论 康 多 赛 ( Condocet ) 将 概率 论 用 十 
葛 定 了 基础 分 析 陪 审 团 评 判 和 选举 系统 
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概率 是 否 相 等 。 估 算 明 天 下 雪 的 概率 需要 考虑 当时 的 天 气 状况 和 一 系列 其 
他 的 因素 。 但 即便 这 样 也 不 可 能 得 到 一 个 精确 的 概率 值 。 尽 管 可 能 得 不 到 
_ 个 具体 的 数字 ， 我 们 还 是 可 以 得 到 一 个 “置信 程度 ”， 即 概率 比较 低 、 中 
入 或 者 比较 高 。 在 数学 里 ， 概 率 用 0 到 1 之 间 的 值 来 度量 。 不 可 能 发 生 的 
事件 的 概率 为 0， 确定 性 事件 的 概率 为 1。 概率 0.1 表示 一 个 较 低 的 概 座 ， 
而 0.9 表示 一 个 较 高 的 概率 。 


概率 的 起 源 ”关于 概率 的 数学 理论 可 以 追溯 到 17 世纪 布 莱 士 * 帕 其 
E 、 费 马 和 安 托 瓦 尼 。 贡 博 〈 也 叫 芒 瓦 利 埃 " 德 ， 梅里 ) 对 赌博 问题 的 讨 
论 。 他 们 发 现 一 个 简单 却 费解 的 赌博 问题 。 梅 里 的 问题 是 : 将 一 颗 航 了 掷 4 
次 得 到 一 次 “6”， 和 将 两 颗 仍 子 掷 24 次 得 到 一 次 “ 双 6”， 出 现 哪 个 的 概率 
更 高 ? 你 会 把 赌注 压 在 哪个 上 ? 

当时 人 们 普遍 认为 应 当 将 赌注 押 在 双 6 上 ， 因 为 投掷 货 子 的 次 数 相对 
多 一 些 。 但 是 如 果 分 析 一 下 概率 ， 就 会 发 现 这 种 观点 是 错误 的 。 下 面 是 计 
算 概率 的 过 程 。 

挪 一 颗 贷 子 ”对 于 单 次 投 挪 ， 结 果 不 是 6 的 概率 是 车 ， 因 此 ， 投 掷 4 
次 结果 都 不 是 6 的 概率 就 是 3 X 5 X 二 X 名， 即 (因为 每 次 投 据 的 结 
果 互 不 影响 ， 即 它们 是 “彼此 独立 ”的 ， 因 此 我 们 可 以 将 概率 相 乘 。 基 局， 
至 少 得 到 一 次 6 的 概率 是 

1 一 (让 = 0517746… 


据 两 蜂 仍 子 ， 对 于 单 次 投掷 ， 结 果 不 是 双 6 的 概率 是 乞 ， 则 投掷 24 次 
结果 都 不 是 双 6 的 概率 为 (站 六 。 因 此 至 少 得 到 一 次 双 6 的 概率 是 : 


1 一 (对 六 = 0.491404… 


1812 年 


拉 普 拉 斯 发 表 了 2 着 Analytical 邮 轨 斯 发 囊 了 他 的 Treatise on Probability 科 尔 莫 长 罗 夫 ( Kolmogorov ) 用 一 
Theory of Probabilities (4 概率 (关于 概率 的 论文 》)， 该 书 对 他 后 来 在 地 种 公理 化 的 方式 对 概率 进行 了 阐述 


的 解析 理论 》) 济 学 和 统计 学 方面 的 理论 产生 了 重要 的 影响 
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我 们 可 以 对 这 个 例子 做 进一步 研究 ， 


双 余 游戏 双 仍 投掷 是 赌场 或 者 网 上 投注 中 流行 的 双 货 赌博 的 基础 。 

投 毛 两 个 不 同 的 骨 子 (分 别 为 红色 和 蓝 色 )， 会 出 现 36 种 可 能 的 结果 ， 这 

ee ee rp (x，y3。 可 以 将 它们 表示 为 x/y 轴 平 面 上 
的 36 个 点 一 一 这 种 表示 称 为 “样本 空间 ” 


让 我 们 考虑 一 下 “事件 ”4; 两 个 仇 子 的 点 数 加 起 来 
等 于 7。 有 六 种 和 为 7 的 不 同 组 合 ， 因 此 我 们 可 以 将 事件 
4 表示 为 

4A = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} 
Es 4 pi 36 次 中 发 生 
6 次 ， 可 以 表示 为 Pr(4) = 。 如 果 8B 表示 点 数 之 和 
为 11 的 事件 ， 则 B = {(5， 6 (6, 5 Pr(B) = = i 

在 双 般 赌博 中 ， 将 两 颗 散 子 同时 投 撕 在 桌子 上， 第 一 

投掷 你 可 能 赢 也 可 能 输 ， 但 是 有 些 点 数 不 会 失去 所 有 分 
关于 两 种 山子 的 样本 空间 狼 ， 因 此 你 可 以 进入 第 二 次 投掷 。 如 果 你 第 一 次 掷 出 了 4 
或 者 五 ， 那 么 你 就 赢 了 。 掷 出 4 或 巨 的 概率 是 掷 出 4 和 掷 出 互 的 概率 之 和 ， 


6 2 8 ; 
36+38 = 3。 如果 第 一 次 掷 出 一 个 2、3 或 者 一 个 12， 那 么 你 就 输 了 。 


按照 上 面 的 计算 方式 ， 第 一 次 投掷 输 的 概率 是 六 。 如 果 掷 出 的 点 数 之 和 为 


4、5、6、8、9 或 者 10， 你 可 以 掷 第 二 次 ， 这 种 情况 的 概率 是 34 。 


在 赌场 的 赌 搏 世界 中 ， 概 率 表 示 为 赔 率 。 在 双 骨 赌 博 中 ， 每 玩 36 次 
平均 有 8 次 在 第 一 次 投掷 时 获胜 ， 有 28 次 未 获胜 ， 所 以 第 一 一 次 投掷 的 赔 率 


是 全 ， 即 这 。 

打字 的 狼 子 ”阿尔 弗 雷 德 是 当地 动物 园 的 一 只 猴子 。 它 有 一 台 老 式 打 
子 机 ， 上 面 有 26 个 字母 键 ， 一 个 句号 键 ， 一 个 逗号 键 ， 一 个 问号 键 和 一 个 
空格 键 一 一 总 共 30 个 键 。 它 充满 文学 热情 地 坐 在 一 个 角落 里 ， 但 是 它 打字 
的 方法 非常 有 趣 一 一 它 以 随机 的 方式 鹿 打 键盘 ， 

任何 的 字母 序列 出 现 的 概率 均 非 零 ， 所 以 这 只 猴子 是 有 可 能 将 忒 十 比 


亚 戏 剧 中 的 词语 全 部 正确 地 打出 来 的 

此 外 ， 它 甚至 有 可 能 《尽管 很 小 ) 在 此 之 后 打出 法 语 的 译本 ， 接着 是 
由 班 和 牙 语 译 本 ， 然 后 是 德语 译本 。 为 了 更 精细 地 测算 ， 我 们 甚至 可 以 允许 它 
继续 打出 华 兹 华 斯 的 诗 。 发 生 这 一 切 的 概率 非常 小 ， 但 绝对 不 是 零 。 这 就 是 
关键 所 在 。 让 我 们 来 看 看 它 多 长 时 间 可 以 打出 哈姆雷特 的 那 段 从 “To be or” 
开始 的 独白 。 我 们 设想 有 8 个 格子 ， 其 中 放置 了 包括 空格 在 内 的 8 个 字母 ， 


Tlel [eeTe] [| | 

第 一 个 格子 中 有 30 种 可 能 的 输入 ， 第 二 个 也 是 30 种 ， 以 此 类 推 。 因 此 ， 
要 填 满 这 8 个 格子 ， 总 共有 30X30Xx30X30X30X30X30X30 种 可 能 的 方 
式 。 阿 尔 弗 雷 德 打出 “To be or” 的 概率 是 sp 二 ior。 如 果 阿 尔 弗 雷 德 每 
秒 项 击 一 次 键盘 ， 那 么 它 打出 “To be or” 所 需 时 间 的 期 望 值 是 20 000 年 ， 
这 要 求 它 必须 是 非常 长 寿 的 灵 长 类 动物 。 所 以 ， 你 还 是 不 要 屏 住 呼吸 等 待 
谍 打 出 整个 莎士比亚 戏剧 了 。 阿 尔 弗 雷 德 大 部 分 时 间 打 出 的 都 是 “xo,， hh? 
yt ? ”这 样 没 有 意义 的 废话 。 

这 个 理论 的 发 展 历程 ”在 应 用 概率 论 的 时 候 ， 结 果 可 能 会 有 争议 ， 介 
征 至 少 其 数学 基础 是 稳固 的 。1933 年 ， 安 德 雷 . 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 公理 的 基 
础 上 定义 了 概率 一 一 非常 像 两 千年 前 定义 几何 法 则 的 方式 ， 

概率 是 通过 以 下 公理 定义 的 : 

(1) 所 有 事件 发 生 的 概率 为 1; 

(2) 概率 值 大 于 或 者 等 于 0: 

(3) 当 事 情 不 是 同时 发 生 时 ， 概 率 可 相 加 。 

通过 这 些 用 技术 性 语言 表述 的 公理 ， 可 以 推导 出 概率 的 数学 性 质 。 概 
率 的 概念 可 以 被 广泛 应 用 。 现 代 社 会 的 很 多 领域 都 离 不 开 概 率 。 风 险 分 析 、 
运动 、 社 会 学 、 心 理学 、 工 程 设 计 、 融 资 ， 等 等 一 一 例子 数不胜数 。 有 谁 
料 到 17 世纪 这 些 想法 在 赌博 问题 推动 下 ， 会 产生 出 如 此 庞大 的 一 个 学 科 。 
这 件 事 发 生 的 概率 又 是 和 多少 呢 ? 


赔 徒 的 秘密 武器 


了]] 


概率 
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me I aE 


托马斯 贝 叶 斯 ( Rev. Thomas Bayes ) 的 早期 生活 是 难以 考究 的 。 他 大 概 在 1702 
年 出 生 于 英国 东南 部 ， 后 来 成 为 了 非 国教 徒 的 宗教 部 长 ， 同 时 还 赢得 了 数学 家 的 美 
当 ， 在 1742 年 被 选 人 伦敦 皇家 学 会 ， 贝 叶 斯 的 著名 论文 《机 遇 理 论 中 一 个 问题 的 解 》 
(Essay towards solving a problem in the doctrine of chances ) 发 表 于 1763 年 ， 即 他 去 扯 
后 的 第 二 年 。 它 给 出 了 一 个 计算 逆 概 率 ( “ 反 过 来 ”的 概率 ) 的 公式 ， 并 帮助 建立 起 
贝 叶 斯 主义 中 的 一 个 核心 概念 一 一 条 件 概率 . 


人 时 斯 学 涛 以 托马斯 ， 贝 叶 斯 的 名 字 命名 ， 他 们 是 不 同 于 传统 频率 学 
派 的 为 一 个 统计 学 学 派 。 频 率 学 派 完 全 从 客观 数据 的 角度 来 理解 概率 。 而 
由 叶 斯 党派 的 观点 是 以 著名 的 中叶 斯 公式 和 定理 为 核心 ， 他 们 将 主观 上 的 
置信 程度 当 作 数学 概率 来 对 待 . 

条 忻 概 率 ”设想 有 一 位 生性 活泼 的 “为 什么 ”医生 ， 他 的 职责 是 为 病人 
诊断 麻疹 。 一 - 些 斑点 可 以 作为 麻疹 的 病 象 ， 但 是 又 不 能 完全 靠 它 们 来 诊断 麻 
疹 。 一 些 麻疹 患者 可 能 不 会 出 现 斑 点， 而 一 些 出 现 斑 点 的 病人 又 不 一 定 患 有 
旺 疹 。 病 人 在 出 现 开 点 的 情况 下 患 有 麻 凌 的 概率 是 一 个 条 件 概率 。 贝 叶 斯 学 
派 在 公式 中 使 用 一 条 竖 线 表示 “在 …… 条 件 下 ”， 所 以 ， 如 果 我 们 写 为 

prob( 靖 人 人 出现 斑点 | 病人 患 有 麻疹 ) 


堵 么 ， 它 意味 着 一 个 病人 在 患 有 麻疹 的 条 件 下 出 现 斑点 的 概率 。prob〈 病 
出 现 斑 点 | 病人 患 有 麻疹 ) 不 同 于 prob (病人 患 有 麻疹 | 病人 出 现 斑点 )， 


公元 1763 年 
贝 叶 斯 发 表 了 关于 概率 的 德 费 亲 蒂 ( De Finetti } 提倡 将 主观 
章 


1937 年 


概率 作为 频率 学 说 的 另 一 种 选择 


32 贝 叶 斯 定理 127 
两 者 相 比 较 ， 其 形式 正好 相反 。 贝 叶 斯 公式 是 由 一 个 概率 计算 态 一 个 概 罕 
的 会 式 。 数 学 家 们 最 瘟 欢 做 的 事情 就 是 用 符号 来 表示 事物 。 因 此 ， 让 我 们 
用 M 表示 “病人 和 患 有 麻疹 ”"， 用 5 表示“ 靖 人 出 现 斑 点 ”。 符 号 5S 表示 “ 病 
人 没有 出 现 斑点 "， 而 M 表示 “病人 没有 上 患 麻 疾 ”。 我 们 可 以 将 它们 表示 在 
一 张 维 恩 图 中 。 


“为 什么 ”医生 得 知 总 共有 x 位 病人 既 患 有 了 麻疹 又 出 现 斑 点 ，m 位 病人 i 
0 陋 示 了 出 现 斑点 和 上 患 有 
患 有 麻疹 ， 而 病人 的 总 数 为 N。 从 维 思 图 可 以 看 出 ， 病 人 既 患 有 麻疹 叉 出 。 麻 阁 之 间 的 逻辑 结构 
现 斑点 的 概率 是 wN， 而 病人 患 有 麻 疼 的 概率 是 mm/N。 病 人 在 患 有 彩 疼 的 条 
件 下 出 现 斑 点 的 条 件 概 率 ， 记 为 proh(SlAM)， 其 值 为 wm。 将 这 些 综合 起 来 ， 
“为 什么 ”医生 得 到 了 病人 既 患 有 了 麻 闭 又 出 现 斑点 的 概率 是 


维 思 图 


上 mi 
M&S =— =C— xC— 
a NN m NN 
或 
prob(M &S =prob( SM) x prob( WM ) 
以 及 


prob(M &S )=prob( MS ) x prob(s ) 


由 叶 斯 公式 ”将 以 上 两 个 关于 prob(M&5) 的 表达 式 合 为 一 个 等 式 ， 我 
们 便 得 到 了 贝 叶 斯 公式 ， 它 表示 的 是 条 件 概率 和 其 道 概 率 之 间 的 关系 。“ 为 
什么 ”医生 对 prob(S|M)， 即 病人 在 患 有 了 麻 痛 的 条 件 we 
反 过 来 的 条 件 概 率 ， 即 如 果 病 人 出 现 资 点， 那么 他 患 bd i 
有 麻疹 的 可 能 性 有 多 大 。 这 正 是 他 论文 中 的 内 时 斯 
公式 所 处 理 的 道 问 题 。 要 将 这 些 概 率 计算 出 来 ， 我 
们 需要 给 出 一 些 具 体 的 数字 。 病 人 在 患 有 麻疹 的 条 件 下 出 现 斑 点 的 概率 
prob(SIM) 会 比较 大 ， 不 妨 设 为 0.9， 而 “为 什么 ”医生 能 够 大 概 闭 道 这 个 
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概率 。 这 位 思维 活跃 医生 也 知道 人 群 中 患 有 麻疹 的 病人 的 概率 约 区 20%, 
表示 为 prob(M)=0.2， 我 们 所 需要 的 其 他 信息 只 有 prob(S) ， 印 病 人 出 现 
许 点 的 概率 。 而 病人 出 现 斑点 的 概率 等 于 病人 既 患 有 麻疹 又 出 现 斑点 的 要 
率 与 病人 没有 上 患 麻疹 但 出 现 斑点 的 概率 之 和 . 根据 这 个 关系 ， 可 以 算出 
prob($S)=0.9x0.2+0.15x0.8=0.3 . 将 这 些 值 代入 咽 叶 斯 公式 ， 可 以 得 到 


probWIS)- = x0.9=0.6 


结论 是 ， 在 所 有 出 现 斑 点 的 病人 当中 ， 这 位 医生 所 正确 诊断 出 的 麻疹 患者 
总 共 占 60%。 假 设 现 在 医生 得 到 1 里 多 关于 麻疹 的 信息 ， 因 此 确诊 的 概率 
提高 了 。 他 得 知 麻疹 病 人 出 现 斑点 的 概率 Prob(SIM) 从 0.9 上 升 到 了 0.95， 
而 非 麻 疹 患 者 出 现 斑 点 的 概率 prob(SIM)， 从 0.15 降低 到 了 01。 这 些 改 蛮 
年 如 何 提高 他 对 麻疹 的 诊断 率 的 呢 ? 新 的 prob(MIS) 等 于 多 少 ? 根据 这 些 
新 信息 ， prob(S)=0.95x0.2+0.1x0.8= 0.27. 因此 ， prob(M1S) 等 于 0.2 除 以 
prob(5)=0.27 ， 再 乘 以 0.95， 结 果 等 于 0 704 因此 ， 根 据 更 新 后 的 信息 ， 
现在 “为 什么 ”医生 可 以 诊断 出 70% 的 肪 疹 患者 了 。 如 果 将 上 面 两 个 概率 
又 分 别 改 为 0.99 和 0.01， 那 么 prob(M1S) 的 值 又 变 成 了 0.961， 即 诊断 的 成 
功率 变 成 了 96%。 

现代 贝 叶 斯 学 派 ” 当 概率 值 可 被 测量 时 ， 传统 的 统计 学 家 们 很 少 会 因 
为 贝 叶 斯 公式 的 使 用 而 发 生 争 吵 ， 真正 的 争议 点 在 于 将 概率 解释 为 置信 程 
度 (有 时 也 被 定义 为 主观 概率 )。 


在 法 庭 上 ， 有 罪 或 无 罪 有 时 是 根据 “概率 的 平衡 ”判定 的 。 频 率 学 派 
很 难 接受 用 概率 来 判定 一 个 囚犯 是 否 有 罪 。 而 贝 叶 斯 学 派 却 不 在 乎 这 种 带 
有 主观 感情 色彩 的 方式 。 这 种 判决 方法 具体 是 如 何 工 作 的 ? 如 果 我 们 要 使 
用 概率 平衡 的 方法 来 判定 有 罪 无 罪 ， 那么 接 下 来 我 们 将 要 看 看 概率 是 如 何 
“ 变 戏 法 ”的 。 这 里 列举 一 种 可 能 的 情况 。 


一 位 陪审 员 在 法 庭 上 听 到 一 件 案子 ， 他 断定 被 告 有 罪 的 概率 大 概 是 
1”%。 通 过 陪审 团 讨 论 决议 ， 他 们 决定 回 到 法 庭 继续 聆听 起 诉 者 所 提供 的 更 
多 证 据 。 在 被 告 嫌疑 人 的 家 中 发 现 了 一 把 枪 ， 控 方 律师 宣称 ， 如 果 被 告 嫌 
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疑 人 有罪， 那么 找到 枪 的 概率 高 达 0.95， 而 如 果 被 告 嫌疑 人 无 罪 ， 那 么 找 
到 枪 的 概率 仅 有 0.1。 因 此 ， 在 被 告 嫌疑 人 有 罪 的 条 件 下 找到 枪 的 概率 要 
还 还 大 于 在 他 们 无 罪 的 条 件 下 找到 枪 的 概率 。 现 在 ， 摆 在 陪审 员 面 前 的 问 
题 是 如 何 根据 这 条 新 的 证 据 来 改变 他 们 对 于 犯罪 嫌疑 人 的 看 法 ? 用 我 们 先 
前 的 符号 ，G 表示 “被 告 嫌 疑 人 有 罪 ”， 已 表示 “找到 了 新 的 证 据 ”， 陪 审 团 
开始 时 售 计 出 的 犯罪 概率 为 prob(G)=1% 或 0.01。 这 个 概率 称 为 先 验 概率 。 
prob(G|E) 是 根据 新 证 据 五 而 重新 评估 出 的 概率 ， 称 为 后 验 概 率 。 下 面 这 个 
式 了 于 便 是 贝 叶 斯 公式 
_ prob( Elg) 
prob(GIE) rob(E) 


这 个 式 于 显示 了 了 先 验 概率 如 何 更 新 到 后 验 概率 prob(GI 钻 。 类 似 前 边 麻 疼 患 
者 例子 中 计算 prob(5) 的 方式 ， 我 们 可 以 计算 出 prob(E)， 并 且 得 到 

0.95 
0.95x0.01+0.]x 0.99 


这 个 结果 使 得 陪审 团 进退 两 难 ， 因 为 陪审 团 开始 估计 出 的 1% 的 犯罪 概率 
上 升 到 了 大 概 9%。 如 果 起 诉 者 提出 的 证 据 更 加 有 力 ， 即 如 果 被 告 嫌疑 人 有 
排 ， 那 么 找到 枪 的 概率 是 0.99， 而 如 果 被 告 嫌疑 人 无 罪 ， 那么 找到 枪 的 概 
率 是 0.01。 将 这 些 数值 重新 代 人 贝 叶 斯 公式 ， 陪 审 团 将 需要 对 犯罪 概率 的 
估计 值 从 1% 改变 为 50%。 

在 这 类 情况 下 使 用 贝 叶 斯 公式 遭 到 了 批评 。 最 大 的 争议 是 人 们 如 何 能 
得 到 先 验 概 率 。 而 人 们 给 它 投 赞成 票 是 因为 它 提出 了 一 种 处 理 主 观 概率 的 
方法 ， 并 且 可 以 根据 新 的 证 据 对 概率 进行 更 新 。 贝 叶 斯 方法 在 诸多 领域 中 
都 得 到 了 应 用 ， 如 气象 预报 、 犯 罪 评审 等 ， 它 的 支持 者 们 一 直 都 在 宣扬 它 
的 公正 和 务实 。 它 确实 有 很 多 值得 尝试 之 处 ， 


根据 证 据 来 更 新 置信 程度 


x prob(G) 


prob(GlE x0.0] = 0.088 
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生日 问题 


假设 你 正 坐 在 卡拉 豆 公 共 汽 车 的 顶层 ， 除了 数 出 每 天 早晨 搭乘 公共 汽车 去 上 上班 
的 乘客 有 多 少 人 ， 没 有 其 他 事情 可 做 、 这 旦 乘客 们 很 有 可 能 素 不 相识 ， 因 此 我 们 可 以 
有 把 握 地 假设 他 们 的 生日 随机 分 布 在 1 年 中 的 365 天 。 包括 你 在 内 ， 车 上 总 共有 23 名 乘 
客 。 虽 然 这 个 数字 并 不 大 ， 但 是 我 们 可 以 自信 地 声称 ， 其 中 至 少 有 2 个 人 生日 相同 的 
概率 大 于 50% 。 你 相信 吗 ? 大 多 数 大 不 相信 ， 但 是 这 确实 是 真实 的 . 即使 是 经 验 丰 富 
的 概率 学 专家 ， 威 廉 : 费 勒 ， 对 此 结果 也 非常 吃惊 。 
现在 ， 卡 拉 茧 公共 汽车 对 我 们 来 说 有 点 太 小 了 ， 我 们 要 把 场景 换 成 一 
个 更 大 的 房间 。 房 间 里 需要 聚集 多 少 人 ， 才能 保证 有 2 个 人 生日 相同 ? 一 年 
有 365 天 (为 了 将 问题 简单 化 ， 我 们 不 考虑 半年 的 情况 )， 因 此 ， 如 果 房 间 
主 有 366 人 ， 则 至 少将 有 2 个 人 生日 相同 。 他 们 的 生日 不 可 能 都 各 不 相同 。 
这 征 由 铝 逢 原理 决定 的 ; 在 二 只 钥 乱 中 放 n+1 只 鲍 子 ， 则 必然 有 一 只 
钢 乱 中 至 少 放 了 2 只 触 子 。 如 果 总 共有 365 个 人 ， 那么 我 们 无 法 保证 有 2 
个 人 生日 相同 ， 因 为 他 们 的 生日 可 能 是 一 年 中 各 不 相同 的 365 天 。 但 是 ， 
如 果 365 个 人 都 是 随机 选取 的 ， 堵 么 这 种 情况 将 不 太 可 能 发 生 ， 即 所 有 人 
生日 各 不 相同 的 概率 微乎其微 。 即 使 房间 中 仅 有 50 个 人 ， 者 么 有 两 个 人 人 生 
日 相同 的 概率 也 将 高 达 96.5%。 如 果 房 间 里 的 人 数 进 一 步 减 少 ， 这 个 概率 也 


会 随 之 减 小 。 我 们 发 现 23 是 能 够 保证 这 个 概率 大 于 才 的 最 小 数字 ， 如 果 房 
间 里 有 22 个 人 ， 那 么 这 个 概率 将 小 于 方 。 数 字 23 是 一 个 临界 数字 。 尽 管 


1654 年 1657 年 1718 年 


昌 斯 卡 为 概率 论 莫 定 惠 更 斯 写 出 了 第 一 篇 发 表 的 棣 莫 弗 [ Abraham de Moivre ) 发 表 了 《机 会 
了 基础 关于 概率 的 论文 论 ( The Doctrine of Chance ]， 在 1738 年 
和 1756 年 又 发 表 了 2 个 扩展 版 本 
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这 个 经 典 的 生日 问题 的 管 案 听 起 来 如 此 惊人 ， 但 它 绝 对 不 是 个 雇 论 ，。 


我 们 可 以 证 明 它 吗 ”我 们 怎样 才能 对 这 个 结果 深信 不 疑 呢 ?让 我 们 随 
机 选择 一 个 人 。 另 一 个 人 和 这 个 人 生日 相同 的 概率 等 于 十 _， 因 此 这 两 个 


365 
人 生日 不 同 的 概率 等 于 1 减 365 (或 364 )。 第 三 个 随机 选择 的 人 和 前 面 两 
个 人 中 一 个 生日 相同 的 概率 等 于 aa， 即 他 和 这 两 个 人 生日 都 不 相同 的 概 
率 等 于 1 减 365 (或 363 )。 这 三 个 人 生日 各 不 相同 的 概率 等 于 以 上 两 个 概 
3 ME, 304 303 人 ( 
率 的 乘积 ， 即 365 ~ 3 等 于 0.991 8。 


以 这 个 思路 继续 计算 4，$，6…… 个 人 的 人 情况， 我 们 可 以 将 这 个 谤 题 最 
终 解 开 。 当 我 们 用 手持 计算 器 计算 23 个 人 的 情况 时 ， 我 们 得 到 的 结果 是 他 们 
生日 互 不 相同 的 概率 等 于 0.492 7.“ 他 们 生日 互 不 相同 ”的 相反 面 是 “他 们 
中 至 少 有 2 个 人 生日 相同 ”， 这 个 概率 等 于 1-0.492 7=0.507 3， 大 于 临 界 值 方 。 


如 果 n=22， 那 么 有 两 个 人 生日 相同 的 概率 为 0.475 7， 小 于 方 。 这 个 
和 在 看 起 来 很 荡 巡 的 问题 是 很 难 用 语言 阐述 清楚 的 。 这 个 问题 所 围 妇 的 是 两 
个 人 生日 相同 的 概率 ， 但 是 它 并 不 能 埋 诉 我 们 生日 相同 的 具体 是 名 两 个 人 。 
我 们 无 法 知道 匹配 到 底 降临 在 了 哪些 人 人 身上。 如 果 房 间 里 的 汤姆 森 先 生 的 
生日 是 3 月 8 日， 我 们 可 以 提出 为 一 个 问 题 。 

有 多 少 人 的 生日 正好 与 汤姆 森 先 生 相 同 对 于 这 个 问题 ， 计 算 的 方法 


将 有 所 不 同 。 汤 姆 森 和 另 一 个 人 生日 不 同 的 概率 是 32s ， 因 此 ， 他 和 房间 


中 其 他 -1 个 人 生日 都 不 相同 的 概率 为 (38s) 。 即 ， 汤 姆 森 和 某 个 人 生 
日 相同 的 概率 等 于 1 减 去 这 个 值 。 


I 20 世纪 20 年 代 pp 


玻 色 将 爱 因 斯 坦 的 理论 理 查 * 冯 * 密 瑟 斯 { Richard 
考虑 成 一 个 占 位 问题 von Mises ) 提出 了 生日 问题 
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如 条 我 们 计算 n=23 的 情况 ， 这 个 概率 仅 为 0.061 151， 印 其 他 某 个 人 
的 生日 也 是 3 月 8 日 的 概率 仅 为 6%6。 如 果 我 们 增 大 的 值 ， 这 个 概率 也 随 
之 增加 。 我 们 需要 将 n 的 值 增 大 到 254 (包括 汤姆 森 先生 在 内 )， 这 个 概率 


才 大 于 闻 。 当 n=254 时 ， 这 个 概率 值 等 于 0.500 5。 这 个 值 是 临界 点 ， 因 为 
n=253 时 的 概率 值 等 于 0.499 1， 小 于 广 。 因此 ， 房 间 里 至 少 必 须 有 254 个 
个， 才能 保证 汤姆 森 先生 和 其 他 某 个 人 生日 相同 的 概率 大 于 二。 比 起 前 面 
那个 经 典 生日 问题 的 结论 ， 这 个 结果 似乎 更 符合 我 们 的 直觉 。 


其 他 生日 问题 生日 问题 被 以 多 种 不 同 的 方法 进行 推广 。 其 中 一 个 是 
专 感 3 个 人 生日 相同 的 概率 。 在 这 种 情况 下 ， 需 要 有 88 个 人 才能 保证 有 


3 个 人 生日 相同 的 概率 大 于 方 。 相 应 地 ， 还 可 以 考虑 4，5 so 个 人 生日 
相同 的 概率 。 如 果 总 共有 1 000 个 人 ， 那 么 其 中 有 9 个 人 生日 相同 的 概率 大 
] 
于 二 。 
还 有 一 类 生日 问题 考虑 的 是 生日 彼此 接近 的 情况 。 在 这 个 问题 中 ， 我 
们 所 关心 的 事件 是 有 两 个 人 的 生日 相差 的 天 数 小 于 菜 一 个 数字 。 可 以 证 明 ， 
只 要 房间 里 有 14 个 人 ， 就 可 以 保证 有 2 个 人 生日 相差 在 1 天 之 内 (包含 ] 


天 ) 的 概率 大 于 


万 一 类 需要 用 到 更 复杂 的 数学 工具 的 
生日 问题 涉及 男生 和 女生 : 如 果 一 个 班级 


A 有 相同 数量 的 男生 和 女生 ， 那 么 这 个 斑 
并 半 交 并 下 级 至 少 需 要 有 多 少 个 学 生 ， 才 能 使 得 有 
晤 时 网 羌 帝 交 晃 并 冰 个 男生 和 一 个 女生 生日 相同 的 概率 大 于 了 ? 
男生 


这 个 问题 的 结论 是 ， 班 级 里 最 少 需 
要 有 32 名 学 生 (16 个 男生 和 16 个 女生 ) 才能 保证 这 个 概率 大 于 放 。 我 们 
可 以 将 这 个 结论 和 经 典 生 日 问题 的 23 个 人 的 结论 比较 一 下 。 


女生 


将 这 个 问题 稍微 改变 一 下 ， 我 们 就 可 以 得 到 其 他 新 闻 题 (但 是 ， 它 们 
并 不 容易 回答 )。 假 设 鲍 勃 。 迪 伦 演唱 会 的 大 厅 外 排 了 很 长 的 队伍 ， 而 且 队 
伍 是 以 随机 的 方式 排列 的 。 因 为 我 们 所 感 兴趣 的 是 生日 问题 ， 所 以 暂 不 考 
虑 双胞胎 或 三 胞 胎 一 起 进 场 的 概率 。 当 歌迷 们 进入 大 厅 的 时 候 ， 他 们 被 要 
求 告知 生日 。 这 其 中 的 数学 问题 是 ， 在 两 个 生日 相同 的 人 相继 进入 大 厅 之 
前 ， 已 经 进去 的 人 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 另 一 个 问题 是 : 当即 将 进入 的 一 名 
观众 与 汤姆 森 先 生 的 生日 (3 月 8 日 ) 相同 时 ， 已 经 进去 了 多 少 名 观 傣 ? 


对 于 该 生日 问题 ， 首 先 要 假设 所 有 人 的 生日 是 均匀 分 布 的 ， 而 对 于 随 
机 抽出 的 任何 一 个 人 ， 其 生日 是 一 年 中 任何 一 天 的 概率 都 相等 。 实 验 结果 
表明 这 条 假设 并 不 一 定 完全 成 立夏 季 出 生 的 人 要 更 多 些 )， 但 是 对 于 应 用 
来 说 ， 这 个 精确 程度 也 足够 了。 


生日 问题 其 实 是 占 位 问题 的 实例 。 在 占 位 问题 中 ， 数 学 家 们 考虑 将 小 
球 放 人 不 同 的 隔 间 里 。 在 生日 问题 中 ， 隔 间 数 是 365〔 对 应 365 个 可 能 的 生 
日 )， 而 等 待 随 机 摆 放 的 小 球 对 应 那些 乘客 。 该 问题 可 以 简化 为 ， 考 察 两 个 
小 球 落 人 一 个 相同 隔 间 的 概率 。 而 对 于 男生 女生 问题 ， 则 用 2 种 不 同 
颜色 的 小 球 。 


对 生日 问题 感 兴趣 的 不 仅仅 是 数学 家 。 萨 特 延 德 拉 * 纳 特 * 玻 色 
(Satyendra Nath Bose) 被 爱 因 斯 坦 的 光子 理论 所 吸引 。 他 跳出 了 传统 的 研究 
思路 ， 而 将 该 问题 看 作 一 个 占 位 问题 。 对 他 来 说 ， 隔 间 代 表 的 不 再 是 生日 问 
题 中 的 一 年 中 的 各 天 ， 而 是 光子 的 各 能 级 。 在 生日 问题 中 ， 隔 间 里 摆 放 的 是 
乘客 ， 而 在 这 里 ， 他 摆 放 的 是 光子 。 占 位 问题 在 科学 界 还 有 很 多 的 应 用 。 例 
如 ， 在 生物 学 里 ， 疫 情 的 扩散 可 以 用 占 位 问题 来 建 模 一 一 在 这 个 例子 里 ， 陋 
间 对 应 地 理 区 域 ， 而 小 球 对 应 疾病 ， 要 解决 的 问题 是 病情 是 如 何 分 布 的 。 


这 个 世界 中 充满 了 神奇 的 巧合 ， 但 是 只 有 数学 能 够 帮助 我 们 算出 它们 
的 概率 。 经 典 生 日 问题 只 是 这 方面 的 冰山 一 角 ， 这 也 是 严谨 数学 和 实际 应 


用 的 一 个 伟大 结合 。 
计算 外 全 
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拉 迪 斯 劳 斯 .J. 博 尔 特 基 维 茨 着 迷 于 死亡 率 表 格 。 对 他 而 言 ， 这 并 不 是 一 个 悲 
驱 的 话题 ， 而 是 一 个 永 无 止境 的 科学 探索 领域 。 他 由 于 计算 出 了 普鲁士 军队 里 被 马 
网 死 的 骑士 人 数 而 闻名 于 世 。 之 后 一 位 电子 工程 师 富 兰 克 . 本 福 德 ， 对 不 同 种 类 数据 
的 第 一 位 进行 了 计数 ， 以 观察 它们 中 有 多 少 是 1，2…。 在 哈佛 教授 德语 的 乔治 . 金 斯 
利 ， 齐 普 夫 则 对 语言 学 很 感 兴趣 ， 对 文字 段落 中 单词 的 出 现 次 数 进行 了 分 析 。 


所 有 这 些 例 子 都 率 及 度量 事件 的 概率 。 一 年 中 有 > 个 骑士 被 马 踢 致死 
的 概率 是 多 大 ? 将 每 一 个 x 值 所 对 应 的 概率 列 出 来 ， 便 得 到 了 其 概率 分 布 。 
这 是 一 个 非 连 续 性 的 分 布 ， 因 为 x+ 值 只 能 是 分 离散 的 值 -一 -每 个 值 之 间 有 
间 阳 .可 以 有 3 个 或 者 4 个 普 鲁 十 骑兵 死 于 马 踢 ， 但 不 能 有 3 方 个 。 正如 我 
们 将 看 到 的 ， 在 本 福 德 分 布 的 例子 中 ， 我 们 只 对 数字 1，2，3… 出 现 的 概率 
感 兴趣 ， 而 对 于 齐 普 夫 分 布 ， 你 可 能 将 单词 “it” 排 在 了 第 8 个 位 置 ， 但 不 
会 是 第 8.23 个 位 置 。 

普鲁士 军队 的 生 与 死 ” 博 尔 特 基 维 蕊 收集 了 20 年 中 10 个 军队 的 记录 ， 
由 此 得 到 了 200 个 军队 -年 的 数据 。 他 观察 了 死亡 的 数目 (数学 家 们 称 为 变 
量 ) 以 及 和 这 个 数目 相对 应 的 军队 -年 数目 。 比 如 有 109 个 军队 -年 中 没有 
士兵 死亡 ， 而 有 1 个 军队 -年 中 有 4 个 士兵 死亡 。 军 队 C 在 某 一 年 中 有 4 个 
士兵 死亡 。 


公元 1837 年 1881 年 1898 年 


泪 松 描述 了 以 他 名 字 命 名 纽 科 姆 发 现 了 著名 的 本 福 德 法 则 博 尔 特 基 维 芯 分 析 了 普 鲁 
的 泊 松 分 布 土 士兵 死亡 年 龄 的 分 布 


34 分 布 


死亡 数目 是 如 何 分 布 的 呢 ? 除了 记录 结果 外 ， 收 集 这 些 信息 也 是 统计 
学 家 的 一 项 工作 。 博 尔 特 基 维 蒋 得 到 了 下 面 的 数据 : 


Fr 数目 | 0 [| 1 | 2 | 3 
| 19 | 6 213 


澳 天 谢 地 ， 马 踢 致 死 只 是 很 罕见 的 事件 。 泊 松 分 布 是 最 适合 描述 秆 多 e-^ 人 人 / x | 
事件 发 生 概率 的 理论 模型 。 根 据 这 项 技术 ， 博 尔 特 基 维 芯 能 否 不 看 马 左 就 
预测 出 结果 呢 ? 泊 松 分 布 理论 告诉 我 们 ， 死 亡 数 目 〈 我 们 叫做 xz) 的 概率 泊 松 公式 

值 ;通过 泊 松 公式 给 出 ， 公 式 中 的 。 是 之 前 讨论 过 的 与 生长 有 关 的 特殊 和 

数 〔( 见 第 6 章 )， 而 感叹 号 代表 阶乘 ， 即 将 1 到 这 个 数 之 间 的 所 有 整数 相 乘 

( 贝 第 6 章 )。 和 希腊 字母 lambda， 记 为 ， 代 表 死 亡 数目 的 平均 值 ， 我 们 需 

要 遍历 200 个 军队 -年 得 到 平均 值 ， 所 以 我 们 用 死亡 数 0 滋 以 109 军队 -年 

(得 0)， 死 亡 数 1 乘 以 65 军队 -年 〈 得 65)， 死 亡 数 2 乘 以 22 军队 -年 (得 

44J， 死 亡 数 3 乘 以 3 军队 -年 (得 9)， 死 亡 数 4 乘 以 ] 军队 -年 “到 4)， 

然后 将 这 些 相 加 (得 122) 后 再 除 以 200。 所 以 每 个 军队 -年 的 死亡 数 平均 

值 是 122/200=0.61。 


通过 将 r=0，1，2，3，4 代 入 泊 松 公式 ， 可 以 得 到 理论 概率 值 ‘我 们 
称 其 为 p)。 结 果 为 


二 EE EC CE EE 
概率 p 0.543 | 0.331 0.101 | 0.020 | 
108.6 


该 死亡 数 频率 的 期 望 值 ，200 xp 662 | 20.2 ee 0.6 


看 上 去 理论 分 布 和 博 尔 特 基 维 艾 所 收集 的 实验 数据 十 分 吻合 


首位 数学 如 果 我 们 分 析 电 话 敌 中 某 列 号码 的 末 位 数 子 ， 我 们 应 当 会 
发 现 数字 0，1，2，…，9 是 均匀 分 布 的 。 它们 随机 出 现 ， 所 有 数字 出 现 的 
几率 都 相等 。1938 年 ， 电 子 工 程 师 富 兰 区 ， , 本 福 德 发 现 对 于 某 些 数据 来 说 


1938 年 1950 年 2003 年 


本 福 德 重 述 了 第 一 位 数字 的 分 齐 普 夫 得 到 了 一 个 单词 使 用 癸 泊 松 分 布 被 用 于 分 析 北 大 西 
布 法 则 率 的 公式 洋 的 鱼 群 
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情况 并 不 是 这 样 的 。 事 实 上 他 重新 发 现 了 西蒙 。 纽 科 姆 (Simen Newcomb) 
于 1881 年 首先 发 现 的 一 个 定律 。 

上 昨天， 我 做 了 一 个 小 实验 。 我 仔细 分 析 了 一 张 全 国 性 报纸 的 外 汇 数据 。 
这 里 有 很 多 外 币 汇 率 数据 ， 例 如 2.119， 表 示 你 需要 用 2 119 美元 兑换 1 英 
镑 。 同 样 ， 你 需要 用 1.59 欧元 兑换 1 英镑 或 者 用 15 390 港币 兑换 1 英镑 ， 
我 观察 了 这 些 数 据 的 首位 数字 ， 并 且 记 录 在 下 面 的 表格 中 


种- 位 [|r| 7 | +I ol7T0T TEN 
ET tt 0 
Ht,% | 3| wl sols | olol ml |: |i 

这 些 结果 支持 本 福 德 定律 ， 该 定律 认为 对 于 某 些 种 类 的 数据 ， 大 约 有 
30% 的 数据 其 首位 数字 为 1， 有 18% 的 数据 其 首位 数字 是 ?， 等 等 。 这 和 
电话 号 码 末 位 数字 的 平均 分 布 显然 是 不 一 样 的 ， 


为 什么 这 么 多 的 数据 集 遵 循 本 福 德 定律 ?原因 并 不 明显 . 19 世纪 ， 当 
西蒙 。 纽 科 姆 使 用 数学 表格 观察 到 这 个 现象 时 ， 他 或 许 没 有 想到 它 会 分 布 
如 此 广泛 。 


本 福 德 分 布 可 以 在 体育 比赛 的 分 数 、 股 市 数据 、 房 间 号 、 国 家 的 人 数 
河流 长 度 中 找到 。 度 量 单位 并 不 重要 一 一 河流 长 度 的 度量 单位 是 米 还 是 
公里 部 没什么 关系 。 本 福 德 定律 具有 实际 的 应 用 。 一 旦 发 现 账目 信息 遵循 
这 一 法 则 ， 便 可 以 很 容易 地 发 现 其 中 的 错误 ， 从 而 揭发 骗局 。 


单词 ”乔治 * 金 斯 利 . 齐 普 夫 的 兴趣 之 一 是 以 不 寻常 的 方式 对 单词 计 
数 。 英 文中 出 现 最 频繁 的 10 个 单词 是 下 面 列 出 的 这 10 个 单词 


大 国 用 省 攻 现 
| in|that| i | is | ws 
这 个 结果 是 通过 对 大 量 的 涵盖 各 个 领域 的 文本 进行 统计 得 到 的 。 最 党 


网 的 单词 排 在 第 1 位 ， 然 后 是 第 2 位 ， 依 次 类 推 。 如 果 只 分 析 其 中 一 定 范 
围 的 文本 ， 其 统计 结果 可 能 会 有 些 差 别 ， 但 差别 不 会 很 大 。 


“the” 排 在 第 一 位 和 “of” 排 在 第 二 位 并 不 奇怪 。 这 个 列表 一 下 继续 
善 ， 你 可 能 想 知 道 “among” 排 在 500 位 ,“neck” 排 在 第 1 000 位 。 我 们 
只 考虑 其 中 的 前 十 位 。 如 果 你 随机 选择 一 个 文档 ， 对 其 中 总 的 单词 进行 计 
数 ， 你 可 能 会 得 到 几乎 相同 的 排名 。 今 人 惊讶 的 是 文本 中 这 些 单词 出 现 次 
数 之 间 的 关系 。 单 词 “the” 的 出 现 频 率 是 “of” 的 2 售 ， 是 “and” 的 3 
倍 ， 等 等 。 具 体 数字 可 以 通过 一 个 著名 的 公式 得 到 。 这 是 齐 普 夫 从 实验 数 
据 中 发 现 的 实验 规律 。 齐 普 夫 定律 告诉 我 们 ， 排 在 第 7 位 的 单词 出 现 的 白 
分 比 可 以 由 如 下 公式 得 到 


大 100 
r 
其 中 ， 数 字 大 仅仅 取决 于 作者 的 词汇 硼 。 如 果 某 个 作者 使 用 了 所 有 的 燃 语 
单词 ， 大 概 一 百 万 个 ， 则 上 的 值 约 等 于 0.069 4。 根 据 齐 普 夫 公式 ， 单 词 
“the” 将 占 到 文本 中 所 有 单词 的 6.94%。 用 同样 的 方式 可 以 得 到 “of” 所 右 
的 百分比 是 它 的 一 半 ， 大 约 3.74%。 那 么 ， 这 个 富有 才学 的 作者 写 出 的 一 
篇 3000 字 的 文章 中 ， 将 会 出 现 208 个 “the” 和 104 个 “of 。 
对 于 单词 量 只 有 2 万 的 作者 , 大 的 值 增加 到 0.095 4， 因 此 会 出 现 286 
个 “the” 和 143 个 “of"。 词 汇 量 越 小 ,“the” 出 现 的 频率 就 越 高 。 
凝视 水 晶 球 “不 管 是 泊 松 、 本 福 德 或 者 齐 普 夫 ， 所 有 这 些 分 布 都 可 以 
让 我 们 做 出 一 些 预 测 。 我 们 可 能 无 法 预测 某 件 事 绝 对 会 发 生 ， 但 是 知道 它 
们 的 概率 的 分 布 总 比 一 无 所 知 强 得 多 。 除 这 三 种 分 布 之 外 ， 还 有 其 他 的 一 
此 分 布 ， 比 如 二 项 分 布 、 负 二 项 分 布 、 几 何 分 布 、 超 几何 分 布 等 ， 统计 学 
家 拥有 一 系列 的 有 效 工具 帮助 他 们 分 析 人 类 活动 的 各 个 领域 。 


数量 预测 


34 ”分布 
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3 ) I 上 3 
dre, 

a 人 。 人 S 由 

区 人 人 La 


下 态 曲 线 在 统计 学 中 扮演 着 至 关 重 要 的 角色 。 它 被 称 作 是 数学 中 直线 的 等 价 物 。 
蕊 当然 含有 很 多 非常 重要 的 数学 性 质 ， 但 是 如 果 我 们 去 分 析 一 些 原始 数据 ， 我 们 很 少 
会 发 现 它们 的 分 布 曲线 是 精确 的 正 态 曲线 . 


下 仿 曲 线 通 过 一 个 特定 的 数学 公式 表达 ， 它 给 出 了 一 个 钟 形 曲 线 ， 即 
中 间 是 一 个 允 峰 状 的 隆起 ， 两 边 是 渐渐 趋 近 于 0 的 拖 尾 。 正 态 曲 线 的 重要 
意义 更 多 地 体现 在 理论 上 ， 而 不 是 自然 存在 中 ， 而 且 它 有 着 悠久 的 历史 。 
1733 年 ， 为 了 逃避 罕 教 迫害 而 流亡 到 英国 的 法 国 雨 格 诺 教 徒 亚伯拉罕 。 棣 
葛 弗 《Abraham de Moivre)， 在 对 可 能 性 进行 分 析 时 提 到 了 它 。 拉 普 拉 斯 发 
表 了 一 些 关 于 人 它 的 结果 ， 而 高 斯 在 天 文学 中 用 到 了 它 ， 在 提 到 高 斯 误差 定 
律 时 ， 人 们 有 时 也 会 想到 它 

起 特 莱 (Adolphe Quetelet) 在 他 发 表 于 1835 年 的 社会 学 研究 著作 中 使 
用 了 正 态 曲线 ， 他 用 正 态 曲线 来 衡量 与 “平均 人 ”之 间 的 偏差 。 在 其 他 实 
验 中 ， 他 测量 了 法 国士 兵 的 身高 以 及 苏格兰 士兵 的 胸围 ， 并 假设 它们 的 分 
布 都 遵循 正 态 曲 线 。 在 那个 年 代 ， 人 们 坚信 大 部 分 现象 在 这 个 意义 上 都 是 
正 态 的 。 

灼 尾 酒 轰 会 ”假设 乔治 娜 前 去 参加 一 个 鸡尾酒 宣 会 ， 而 宣 会 主人 塞 巴 
斯 带 安 问 她 是 否 走 了 很 远 的 路 程 。 她 后 来 意识 到 这 对 鸡尾酒 宴会 来 说 是 一 
个 非常 有 用 的 问题 一 一 每 个 人 都 被 问 到 了 这 个 问题 。 这 并 不 伤 脑筋 ， 而 量 
是 开局 请 题 的 一 个 好 办 法 ， 


公元 1733 年 EE 1820 年 


棣 莫 弗 改 表 了 一 部 着 作 ， 表 明 高 斯 在 天 文学 中 使 用 正 恋 分 布 作为 
正 态 曲线 是 二 项 分 布 的 近似 旋 差 法 则 
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第 二 天 ， 乔 治 娜 带 着 一 丝 醉 意 来 到 了 办 公 室 ， 她 向 同事 们 询问 上 班 路 
途 是 否 很 远 。 在 员工 食 党 中 ， 她 了解 到 有 些 人 就 住 在 附近 而 有 些 人 却 住 
在 50 英里 外 的 地 方 一 一 这 些 距 离 之 间 的 差异 很 大 。 作 为 一 个 太公 司 的 人 力 
资源 经 理 ， 她 发 挥 职务 上 的 优势， 在 员 poate eld 个旧 
题 : 班 走 了 多 远 路 程 ?” 她 想 要 计算 出 公司 所 有 员工 [上 班 途 中 
的 平均 路 程 。 当 乔治 娜 将 结果 画 成 直方 图 后 ， 它 们 的 分 布 呈 现 出 一 个 特殊 
的 形式 ， 但 是 她 至 少 可 以 由 此 计算 1 上 员工 上 班 途中 所 经 过 的 平均 路 程 。 


6 所 占 员 工人 比例 


乔治 娜 同事 上 班 路 程 的 直方 图 

最 终 算出 的 平均 路 程 是 20 英里 .数学 家 们 用 和 希腊 字母 WA (miu) 来 表 
示 平 均值 ， 因 此 ， 这 里 u=20。 对 象 总 体 的 变化 性 用 希腊 字母 o 《sigma) 表 
示 ， 有 时 也 被 称 为 标准 差 。 如 果 标 准 差 较 小 ， 那 么 数据 将 集中 在 一 起 ， 变 
化 很 小 ， 而 如 果 标 准 差 较 大 ， 数 据 将 铺 散 开 来 。 公 司 中 曾经 受过 统计 员 训 
练 的 市 场 分 析 师 告诉 乔治 娜 ， 通 过 采样 ， 她 大 概 就 能 算出 20 的 近似 值 ， 而 
没 必要 询问 所 有 的 员工 。 这 项 估算 技术 是 由 中 心 极限 定理 决定 的 。 

对 公司 的 所 有 员工 进行 一 个 随机 的 采样 。 采 样 数 越 多 越 好 ， 但 是 30 个 
员工 就 已 经 可 以 给 出 不 错 的 结果 本。 在 这 些 随 机 选取 的 员工 当中 ， 有 的 人 
可 能 就 住 在 附近 ， 而 有 的 人 可 能 住 得 很 还 。 通 过 计算 这 文 些 样 本 的 平均 值 ， 


1835 年 19 世纪 70 年 代 1901 年 


凯特 药 使 用 正 态 曲线 来 衡量 和 该 分 布 获得 了 “ 正 态 分 布 ”的 李 雅 普 诺 夫 ( Aleksandr Lyapunov | 使 
一 般 人 之 间 的 偏差 名 字 用 特征 函数 严格 地 证 明了 中 心 极限 定 于 
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一 些 较 近 的 距离 将 被 较 远 的 距离 中 和 掉 。 数学 家 们 将 采样 值 的 平均 值 记 为 
x， 读 作 “x 拔 "。 在 乔治 娜 的 例子 中 ， x 的 值 很 有 可 能 非常 接近 对 象 总 体 
的 平均 值 一 一 20。 但 样本 均值 很 大 或 很 小 的 概率 是 微乎其微 的 ， 尽管 我 们 
不 能 排除 其 可 能 性 。 

对 于 统计 学 家 来 说 ， 正 态 曲 线 非常 重要 的 一 个 原因 是 中 心 极限 定理 ， 
它 表 上 明了， 不 论 x* 服 从 何 种 分 布 ， 其 样本 均值 x 的 实际 分 布 都 接近 于 正 态 
曲线 。 这 是 什么 意思 ? 在 乔治 娜 的 例子 中 ， x 表示 与 上 班 地 点 之 间 的 距离 ， 

而 x 是 某 组 样本 的 均值 。 在 乔治 娜 的 直方 图 中 ， x 的 分 布 可 能 一 


所 都 不 像 钟 形 曲 线 ， 但 是 工 的 分 布 却 是 钟 形 曲 线 ， 其 均值 为 
20 平均 距离 > MH=20. 


样本 均值 如 何 分 布 

这 便 是 为 什么 我 们 可 以 将 样本 均值 x 作为 总 体 均值 4 的 一 个 估计 。 样 
本 均值 的 变化 性 是 一 个 额外 奖项 。 如 果 x 的 标准 差 为 o， 那 么 的 标准 闫 
为 0 /Yn ， 其 中 , 于 是 样本 数量 。 样 本 集 越 大 ， 所 对 应 的 钟 形 曲线 将 越 狂 
宕 ， 而 4 的 估计 值 也 将 越 精确 。 

其 他 正 态 曲线 让 我 们 做 一 个 简单 的 实验 ， 将 一 枚 硬币 投掷 4 次 。 每 
次 正面 朝 上 的 概率 p=1/2。 用 如 表示 正面 朝 上 ，7 表示 反 面 朝 上 ， 将 4 次 
投 毛 的 结果 按时 间 顺 序 排列 。 结 果 总 共有 16 种 不 同 的 可 能 性 。 例 如 ， 我 们 
可 能 会 得 到 一 个 3 次 正面 朝 上 的 结果 THHH。 事 实 上 ， 对 于 3 次 正面 硼 上 ， 
总 共有 4 种 不 同 的 可 能 性 (其 他 几 种 是 HTHH、HHTH 以 及 HHHT)， 因 此 
3 次 正面 朝 上 的 概率 等 于 入 = 0.25。 


对 于 投掷 次 数 比较 少 的 情况 ， 很 容易 将 概率 计算 出 来 并 且 存 放 在 一 张 
表格 中 ， 同 样 地 ， 我 们 也 可 以 计算 出 这 些 概率 是 如 何 分 布 的 。 “不 同 组 合 的 
数目 ”一 行 可 以 在 帕斯卡 三 角形 中 找到 ( 见 第 13 意 )。 


ee re ew mr 
We 


不 同 组 合 的 数目 


| 

z 0.062 5 0.25 0.375 0.25 0.062 5 
概率 下 _ 4 -6 i 
16 1 16 16 16 
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正面 朝 上 的 次 数 
根据 二 项 分 布 ，4 次 投掷 中 正面 朝 上 的 次 数 为 不 同 值 的 概率 

文 被 称 作 二 项 分 布 概率 ， 这 种 情况 发 生 在 有 两 种 结果 的 情形 下 ( 本 合生 
正面 朝 上 或 反面 朝 上 )。 这 些 概 率 可 以 通过 -个 图 表 中 的 高 度 和 面积 来 表示 。 

仅仅 将 硬币 投掷 4 次 有 些 受 限制 ， 如 果 投 掷 的 次 数 很 多 〈 如 100 次 ) 
会 怎样 ? 二 项 分 布 概率 可 以 应 用 于 于 100 的 情况 ， 但 是 ， 它 可 以 用 均值 K=50 
(我 们 可 以 预期 100 次 投掷 中 会 有 50 次 结果 正面 朝 上 )， 方 差 o = 5 的 正 态 钟 
形 曲 线 来 近似 。 这 下 是 棣 莫 弗 在 16 匡 纪 时 所 发 现 的 征 论 。 

对 于 为 较 大 值 的 情况 ， 表 示 正 面 朝 上 次 数 的 变量 x 的 概率 分 
布 也 更 加 接近 于 正 态 曲线 。n 的 值 越 六 ， 接近 程度 越 高 ， 而 投 扼 上 
00 次 已 经 相当 多 了 。 现 在 ， 我 们 想 要 知道 正面 朝 上 的 次 数 在 4 若 
到 | 60 次 之 间 的 概率 。 图 中 的 4 区 域 是 我 们 所 感 兴趣 的 区 域 ， i 
它 告诉 了 我 们 正面 朝 上 的 次 数 在 40 到 60 次 之 间 的 概 2 Ee 
率 ， 记 为 prob(40 二 工科 60)。 要 得 到 这 个 概率 的 精 40 50 60 正面 朝 上 的 次 数 
确 值 ， 我 们 需要 使 用 预先 计算 好 的 数学 表 ， 从 而 得 出 100 次 投掷 中 正面 朝 上 的 次 数 为 不 同 值 的 概率 分 布 
prob(40 < x < 60)=0.954 5。 色 100 关 投 掷 中 正面 朝 上 的 次 数 在 40 到 60 次 
之 间 的 概率 等 于 95.43%， 这 意味 着 这 种 情况 是 很 可 能 发 生 的 。 

剩 下 的 面积 为 1-0.954 5， 即 0.045 3。 由 于 正 态 曲 线 关于 中 轴 对 称 ， 因 
此 该 值 的 一 半 即 为 100 次 投掷 中 正 面 朝 上 的 次 数 大 于 60 的 概率 。 这 个 概率 
仅 为 2.275%， 可 以 看 出 这 确实 是 一 个 概率 非常 小 的 事件 。 如 果 你 来 到 赌 城 
拉 斯 维 加 斯 ， 这 个 赌注 还 是 不 要 下 的 好 。 


随处 可 见 的 钟 形 曲线 


和 A 
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寺 接 数据 


如 何 将 两 组 数据 联系 在 一 起 ? 100 年 前 的 统计 学 家 们 认为 他 们 找到 了 答案 。 相 关 
性 和 回归 之 间 的 关系 类 似 于 马 和 车 之 间 的 美 系 ， 总 是 成 对 出 现 ， 但 是 对 于 相关 性 和 回 
归 而 言 ， 它 们 有 着 不 同 点 ， 且 执 行 着 不 同 的 功能 .相关 性 用 来 衡量 两 个 量 ( 如 重量 
和 融 度 ) 之 间 的 相关 程度 。 而 回归 是 通过 其 他 量 〈 如 高 度 ) 来 预测 另 一 个 量 (如 重 
量 ) 

度 尔 逊 相关 系数 相关 性 correlation) 一 坷 是 由 弗朗西斯 。 高 尔 顿 
‘Francis Galton) 于 19 世纪 80 年 代 引 入 的 。 他 原本 将 其 命名 为 “co ( 同 ) - 
relation (大 系 )”"， 这 个 词 能 够 更 清晰 地 表达 出 其 含义 ， 局 尔 顿 是 维多利亚 女 
王 时 代 的 科学 绅士 ， 他 希望 对 所 有 的 事物 进行 测量 ， 而 [在 研究 成 对 出 现 的 
变量 〈 如 乌 的 翅膀 长 度 和 尾巴 长 度 ) 时 ， 他 和 希望 将 相关 性 应 用 进去 。 皮 和 尔 放 
相关 系数 是 以 高 尔 顿 传记 的 作 老 卡尔 。 皮尔 还 Karl Pearson) 的 名 字 而 命 人知 
的 ， 它 是 一 个 介 于 负 1 和 正 1 之 间 的 度量 值 ， 如 果 它 的 值 非常 高 〈 如 +0.9)， 
则 意味 春 变 量 之 问 存 在 很 强 的 相关 性 。 相 关系 效 度量 的 是 数据 沿 某 条 直线 排 
列 的 倾向 。 如 果 它 的 值 接近 于 0， 则 意味 着 变量 之 间 几 乎 不 相关 ， 

我 们 常常 希望 算出 两 个 变量 之 间 的 相关 性 ， 以 观察 它们 之 间 联 系 的 强 
度 。 让 我 们 举 一 个 关于 太阳 镜 销 售 情 况 的 例子 ， 看 看 它 和 冰激凌 销售 情况 
之 团 的 相关 性 。 旧 金山 是 一 个 非常 适合 该 研究 的 城市 ， 在 这 里 ， 我 们 将 每 
个 月 收集 一 次 数据 。 我 们 在 一 张 图 中 画 出 一 些 点 ， 其 中 x 轴 ( 横 轴 ) 坐标 
表示 太阳 镜 的 销售 情况 ，y 轴 “《 纵 轴 ) 坐标 表示 冰激凌 的 销售 情况 ， 每 个 
月 郡 可 以 画 出 一 个 数据 点 (x，y)， 该 点 同时 表示 这 两 个 数据 。 例 如 ， 点 


公元 1806 年 1809 年 1885 一 1888 年 


勒 让 德 ( Adrien-Marie Legendre ) 高 斯 在 天 文学 的 问题 中 使 用 了 高 尔 顿 提出 了 回归 和 
司 用 最 小 二 乘法 拟 合 数据 最 小 二 乘法 相关 


(3, 4) 可 能 表示 5 月 份 太 阳 镜 的 销售 略为 30 000 美元 ， 而 该 月 尊 
激 凌 的 销售 额 为 40 000 美元 。 我 们 可 以 在 - 个 散 点 图 中 画 出 该 年 《 
度 所 有 月 份 的 数据 点 (x，》)。 对 于 这 个 例子 来 说 ， 皮 尔 逊 相关 系 ， 
数 的 值 大 概 在 +0.9 附近 ， 和 表明 一 个 很 强 的 相关 性 。 这 些 数 据点 4 
的 分 布 趋 近 于 一 条 直线 。 由 于 该 直线 的 斜率 为 正 值 ( 它 指向 东北 方 
向 )， 因 此 相关 系数 也 是 一 个 正 值 。 

起 因 和 相关 性 两 个 变量 间 的 相关 性 很 强 并 不 足以 声称 其 中 -个 
是 另 一 个 的 起 因 . 这 两 个 变量 之 间 可 能 具有 起 内 和 结果 的 关系 ， 但 征 
仅 通过 这 些 数字 证 据 无 法 得 出 该 结论 。 对 起 因 / 相关 性 的 问题 ， 迪 
涩 会 使 用 另 一 个 词 “ 联 系 ， 我 们 最 好 还 是 不 要 杜 自给 出 更 多 的 结论 本 。 

在 太阳 镜 和 冰激凌 的 例子 中 ， 它 们 的 销售 额 之 间 和 三 在 很 强 的 相关 性 。 
洗 着 大 阳 镜 销售 额 的 增加 ， 冰 激 凌 的 销售 额 也 表现 出 增加 的 趋势 。 如 梧 琶 
称 是 太阳 镜 的 消费 导致 了 更 多 冰 激 疲 破 去 出 ， 那 将 是 一 件 非 常 思春 的 事 。 
它们 之 间 存 在 相关 性 可 能 是 由 于 .个 隐藏 的 中 间 变 量 的 缘故 。 例 如 ， 太 有 阳 
镑 的 销售 额 和 冰激凌 的 销售 额 可 能 是 由 干 季节 原因 联系 在 一 起 的 〈 彼 天 大 
气 炎热 ， 而 冬天 天 气 寒冷 )。 使 用 祖 关 性 还 有 另外 一 个 危险 。 可 能 会 有 一 坚 
情况 ， 变 量 间 的 相关 性 很 强 ， 但 是 它们 之 间 却 没有 任何 馆 辑 或 科学 上 的 联 
系 。 房 屋 数量 和 房屋 拥有 者 的 年 龄 和 之 间 可 能 具有 很 强 的 相关 性 ， 但 是 你 
若 无 法 从 中 读 出 任何 意义 。 

斯 皮尔 曼 相关 性 ”相关 性 还 可 已 用 到 其 他 地 方 。 相 关 性 可 以 用 于 人 处理 
_. 此 有 序 的 数据 一 一 一 些 我 们 想 要 知道 第 -个 ， 第 二 个 ， 第 三 个 …… 的 狐 
担 ， 而 不 一 定 是 具体 的 数字 值 。 


之 
这 
王 
证 
光 
站 
到 


我 们 有 时 候 也 会 将 等 级 作为 数据 。 站 我 们 看 一 下 区 伯 特 和 扎 克 ， 一 场 
滑冰 比赛 中 的 两 位 很 有 主见 的 裁判 ， 出 们 的 职责 是 评判 滑冰 选手 们 动作 的 
艺林 性 。 先 伯 特 和 扎 克 都 曾 获得 过 奥运 会 闫 站 ， 他 们 现在 所 评判 的 是 最 后 


1904 年 


皮尔 各 发 表 了 关于 同 归 和 相关 昕 皮尔 村 在 心理 学 的 研究 中 了 使 用 等 级 
的 文献 相关 工具 
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的 决赛 ， 仅 有 5 名 选手 : 安 、 贝 丝 、 夏 洛 特 、 多 草 西 以 及 埃 利 。 如 果 英 但 
特 和 扎 吏 给 出 的 排名 是 相同 的 ， 那 将 是 非常 理想 的 情况 ， 但 是 生活 并 不 总 
是 如 此 羊 运 。 相 反 地 ， 疆 条 可 能 是 我 们 都 不 曾 预 期 的 情况 ， 两 个 人 给 出 的 
结果 完全 相反 。 事 实 上 ， 绪 果 可 能 是 介 于 这 两 种 极端 情况 中 间 。 阿 尔 但 特 
给 出 的 1 到 5 名 分 别 是 安 、 埃 利 、 贝 丝 、 夏 洛 特 以 及 多 曹 西 。 而 扎 克 将 埃 
利 排 在 了 第 一 位 ， 随 后 是 贝 丝 、 安 、 多 草 西 以 及 夏 洛 特 。 这 些 排名 可 以 概 
括 在 一 张 表格 中 ， 
选手 扎 克 给 出 的 排名 中 
安 4 
埃 利 二 
贝 丝 3 2 RO I 
夏 洛 特 4 5 i ! 
| 


1 


im hh Lh 


n= | 和 | 8 


6 XSum 
nx(h 一 外 
斯 皮尔 曼 公 式 


1 2 3 4 5 
两 评判 一 致 程度 表 


我 们 如 何 衡量 这 两 个 评判 之 则 的 一 致 性 .斯 应 尔 曼 相关 系数 是 数学 家 
们 用 于 处 理 有 序数 据 的 工具 。 它 的 值 等 于 +0.8， 这 意味 着 苹 们 特 和 扎 殉 的 
评判 具有 较 高 的 一 致 性 。 如 果 我 们 将 这 两 个 排名 视 为 点 的 坐标 ， 我 们 可 以 
在 一 张 图 上 画 出 这 些 点 ， 从 而 得 到 这 两 个 评判 一 致 程度 的 直观 表示 。 

计算 该 相关 系数 的 公式 是 由 心理 学 家 查尔斯 。 斯 应 尔 曼 〈Charles Spear- 
man) 于 1904 年 提出 的 。 同 皮尔 了 进 一 样 ， 斯 皮尔 曼 也 深 受 高 尔 顿 的 影响。 


回归 线 ”你 的 身高 是 介 于 你 父母 之 间 还 是 比 他 们 都 矮 ? 如 有 果 我 们 都 比 
自己 的 父母 高 ， 而 且 每 一 代 情 况 都 如 此 ， 那 么 总 有 一 天 世界 上 的 所 有 人 都 是 
10 尺 巨人 ， 这 当然 是 不 可 能 的 。 如 果 我 们 都 比 目 己 的 父母 矮 ， 那 么 人 类 的 
身高 将 逐渐 降低 ， 直 至 为 0， 这 当然 也 是 不 可 能 的 。 事 实 一 定 是 其 他 情况 ，。 


高 尔 顿 在 19 世纪 80 年 代 作 了 一 个 实验 ， 他 将 年 轻 人 的 身高 和 他 们 的 父 
母 进行 了 比较 。 变 量 x 的 值 表 示人 父母 的 身高 〈 事 实 上 ， 它 所 表示 的 是 父亲 和 
母亲 相 结合 的 “中 性 父母 ”的 身高 )， 然 后 ， 他 观察 了 其 后 代 的 身高 。 我 们 
现在 所 谈论 的 是 一 位 实 碟 科学 家 ， 他 拿 出 一 支 铅 笔 和 一 张 划 分 成 方 格 的 纸 ， 
然后 将 数据 画 在 上 面 。 结 果 ， 对 于 205 位 中 性 父母 和 928 个 后 代 ， 他 发 现 两 


个 集合 的 平均 身高 都 是 173.4 厘米 ， 他 将 这 个 值 称 为 平常 值 。 他 发 现 ， 身 山 
比较 高 的 中 性 父母 的 孩子 ， 其 身高 一 般 大 干 平常 值 ， 但 是 小 于 其 中 性 父母 的 
身高 ， 而 身高 比较 乱 的 孩子 ， 其 身高 一 般 局 于 其 中 性 父母 的 身高 ， 但 是 小 于 
平常 值 。 换 句 话说 ， 孩 子 的 身高 回归 于 中 性 仁 。 这 有 点 像 顶 级 击 球 手 阿 历 殉 
斯 。 罗 德 瑞 格 斯 (Alex Rodriguez ) 在 纽约 洋基 队 的 表现 。 他 在 一 个 发 挥 超 
党 的 赛季 之 后 经 常会 迎 来 一 个 表现 低迷 的 赛季 ， 但 是 其 整体 表现 仍然 优 于 联 
明 中 的 其 他 所 有 选手 。 我 们 称 他 的 击 球 表现 回归 十 平均 值 。 


回归 是 一 项 非常 强大 的 技术 ， 其 应 用 非常 广泛。 假设 一 个 流行 连锁 雪 
售 店 的 业务 研究 小 组 要 完成 一 项 调查 ， 他 们 选择 了 该 连锁 店 中 的 5 家 商店 ， 
包括 小 型 店铺 (每 月 有 1 000 名 顾客 ) 到 巨型 商场 (每 月 有 10 000 名 顾 
客 )。 研 究 小 组 观察 了 每 个 商店 中 雇用 的 员工 数量 。 他 们 打算 使 用 回归 技术 
来 估计 其 他 的 店铺 中 需要 多 少 展 员 。 


顾客 数量 (单位 为 1 000) 一 上 一 一 6 | 9 | 10 
雇员 数量 30 46 53 
让 我 们 将 这 些 数据 画 在 一 张 图 里 ， 其 中 x 坐标 1 t 表 顾客 数量 
(我 们 称 其 为 解释 变量 )， 而 y 坐标 代表 雇员 数量 ( 称 为 响应 变 
量 )。 是 用 顾客 数量 来 解释 需要 的 雇员 数量 ， 而 不 是 反 过 来 那样 。 
商店 中 顾客 的 平均 值 为 6〈 即 6 000 名 着 客 )， 而 雇员 的 平均 值 
为 和 。 回 归 线 总 是 会 穿 过 “平均 所 ”， 图 中 的 平均 点 是 (6，40)。 
通过 一 些 公式 可 以 算出 回归 线 一 一 相 数据 吻合 最 好 的 直线 (也 
被 称 为 最 小 二 乘 线 )。 在 我 们 的 例子 中 ， 回 归 线 为 $=20.8+3.2x， 
针 率 为 32 而 且 是 正 值 〈( 方 向 为 右上 )。 该 直线 与 了 轴 交 于 局 
(0，20.8)。》$ 表 示 从 该 直线 上 得 到 的 y 的 估计 值 。 因 此 ， 如 未 我 
们 想 知 道 一 个 月 顾客 量 为 5 000 的 店 铀 中 需要 多 少 个 和 雇员， 我 们 


雇员 数量 《响应 变量 ) 


5 10 
仅 需 将 *=5 带 人 回归 方程 ， 由 此 得 到 估计 值 为 ?=37。 由 此 可 以 顾客 数量 《以 1000 为 单位 ) 


看 出 ， 回 归真 的 是 一 项 非常 实用 的 技术 ， 


数据 的 互 玛 
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人 


交 传 学 


贰 传 学 是 生物 学 的 一 个 分 支 ， 那 么 为 什么 把 它 编 人 一 本 数学 书籍 呢 ? 这 是 因为 
这 两 个 学 科 之 间 有 着 密切 的 交叉 关系 并 相互 促进 发 展 。 遗 传 学 的 问题 需要 运用 数学 知 
识 ， 而 遗传 学 也 提出 了 一 些 新 的 代数 学 的 分 支 。 遗 传 学 是 研究 人 类 遗传 的 一 门 学 科 ， 
更 德尔 遗传 定律 在 这 门 学 科 中 此 有 核心 地 位 。 遗传 特 征 ， 比 如 眼睛 的 颜色 、 头 发 的 颜 
色 、 色 请 、 无 右手 性 和 血型 都 是 由 一些 因 子 〈 等 位 基因 ) 决定 的 。 孟 德尔 说 ， 这 些 因 

于 部 会 独立 地 传 给 下 一 代 . 
者 么 眼睛 颜色 的 因子 是 如 何 传 给 下 一 代 的 呢 ? 在 基本 模型 中 ， 有 4b 和 

B 两 个 因子 


b 是 蓝 色 有 眼睛 因子 ; 
8B 是 棕色 眼睛 因子 。 


ee 在 个 体 中 ， 这 些 因子 都 成 对 存在 ， 可 能 的 基因 型 包括 bb、bB8 和 B88 
:9 | (因为 好 和 B86 是 一 样 的 )。 每 个 人 都 携带 这 三 种 基因 型 的 其 中 一 种 ， 该 基 
| | , | | | | \ 因 型 决定 了 他 们 有 眼睛 的 颜色 。 比如， 一 个 群体 中 ， 有 US 的 人 基因 型 是 bb， 
:bi:B1B8B 8 8 ' 另 有 15 的 人 基因 型 是 pbB， 剩 下 的 3/5 基 因 型 是 BB。 用 百分比 描述 的 话 ， 


:|! ' ”这些 基因 型 分 别 占 这 个 群体 的 20%、20% 和 60%。 我 们 可 以 用 一 个 图 表 来 
人 口 分 布吉， 基因 型 pb，bB， 表示 基因 型 的 比例 

BB 的 比例 为 1:1:3 因子 8 表示 棱 色 有 眼睛 ， 它 是 显 性 因子 ， 而 45 表示 蓝 色 有 眼睛 ， 它 是 隐 性 

因子 。 一 个 具有 纯 合 基因 型 B88 的 人 眼睛 为 棕色 ， 而 具有 森 合 基因 型 Bb 的 

人 有 眼睛 也 是 标 色 ， 因 为 8B 是 显 性 的 。 只 有 具有 纯 合 基因 型 pb 的 人 眼睛 才 是 


大 事 年 妈 


公元 1718 年 


棣 莫 弗 点 表 了 机 会 论 》 志 德 尔 提出 了 基因 和 遗传 
定律 的 存在 性 


此 色 的 。 

19 世纪 初 ， 生 物 学 中 出 现 了 一 个 热点 问题 ， 妈 棕色 眼睛 会 不 会 最 宪 取 
代 蓝 色 眼 睛 ? 蓝 色 眼睛 会 不 会 最 终 消失 ? 答案 当然 是 “不 会 。 

哈代 -- 温 伯 格 定律 (Hardy-Weinberg Law ) 广 可 以 用 哈代 -温和 伯 格 定 
律 来 解释 ， 该 理论 是 基础 数学 在 遗传 党 中 的 一 个 应 用 它 解 释 了 在 备 德 泵 
赣 传 定律 中 ， 隐 性 因子 如 何 没 有 被 显 性 因子 完全 取代 而 最 任 泪 大。 

哈代 是 一 位 英国 数学 家 ， 他 对 自己 在 非 应 用 数学 方面 的 成 就 引 以 为 党 。 
尽管 他 在 纯 数学 领域 也 有 很 深 的 造 话 ， 但 是 他 更 为 化 人 所 知 的 成 就 也 填 还 
是 对 遗传 学 的 一 个 贡献 一 一 在 一 场 板 球 比 鞠 之 后 ， 他 用 写 在 信封 背面 的 数 
尝 八 式 对 生命 进行 了 解释 。 威 廉 。 温 但 格 和 他 的 月 : 景 完全 不 同 。 作 为 德国 
的 一 名 普通 职业 医师 ， 他 终生 致力 于 贵 传 学 研究 。 他 和 哈代 在 同一 时 间 ， 
EB] 1908 年 ， 发 现 了 这 个 定律 。 

广 个 定律 涉及 一 个 随机 交配 的 群体 。 群体 中 不 存在 优先 配对 ， 比 如 
失 眼 睛 的 人 不 会 优先 和 蓝 眼 睛 的 人 交配 。 交 配 后 ， 声 会 从 父母 那里 分 别 
得 到 一 个 因子 。 比 如 ， 杂 合 基因 型 58 与 杂 合 基因 型 bB 交配 可 以 得 到 bb、 
pB、BB 中 的 任何 一 种 ， 但 是 bb 和 B88 交配 只 能 产生 加 合体 pB。 那 么 4b 因 
遗传 的 概率 是 多 大 呢 ? 计算 一 下 Pb 内 了 的 数目 ， 每 个 bb 基因 型 中 有 两 
个 ， 每 个 b8 基因 型 中 有 一 个 ， 按 照 比例 ，10 个 因子 中 总 共有 3 个 5 因 于 
(在 我 们 的 例子 中 ， 三 种 基因 型 的 比例 为 1 : 1 :3)。 时 么 5b 因子 遗传 给 下 一 
代 的 概率 就 等 于 3/10 或 者 03。 而 8 国 寺 址 传 的 概率 等 于 7/10 或 者 0.7。 下 
- 代 中 基因 型 为 bb 的 概率 为 0.3X0.3 二 0.09。 所 有 概率 的 集合 总 结 在 下 表 中 


6 B 
b pb 0.3X0.3 = 0.09 bpB | 03xX0.7= 0.21 
B 0.3X0.7 = 0.21 本 BB 0.7X0.7 = 0.49 


杂 合 基因 型 BB 和 Bb 十 一样 的 ， 所 以 该 基因 型 出 现 的 概率 为 0.21 二 0.21= 0.42。 


哈代 和 温 伯 格 解释 了 隐 性 基因 为 势 希 尔 使 得 达尔 文理 论 和 和 孟 入 
什么 没有 完全 被 显 性 基因 所 取代 的 遗传 定律 可 以 融洽 共处 


DNA 的 双 螺 旋 结 构 被 恤 列 
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用 日 分 比 表 示 的 话 ， 基 因 型 pbp、bB 和 B88 遗传 在 下 一 代 中 的 比率 分 别 为 
9%、42% 和 49%。 因 为 吾 是 显 性 因子 ， 所 以 下 一 代 中 总 共有 42% + 49% = 
91% 的 人 眼睛 为 棕色 。 只 有 4&b 基因 型 表现 出 & 的 性 状 ， 也 就 是 只 有 9% 的 
人 会 是 蓝 色 眼睛 . 


基因 型 最 初 的 分 配 比例 是 20%、20% 和 60%， 而 下 一 代 基 因 型 的 比例 
为 9%、42% 和 499%。 接 下 来 会 发 生 什 么 呢 ? 让 我 们 看 看 这 代 人 随机 交配 
得 到 的 新 一 代 情 况 会 是 怎样 。8 因子 的 比例 是 0.09 + 1/2Xx42% = 0.3，B 因 
于 的 比例 是 1/2x 42% + 49% = 二 0.7。 这 和 之 前 b 和 8B 的 遗传 概率 是 相同 的 。 
那么 在 下 一 代 中 bb、bB 和 B88 基因 型 的 分 布 和 上 一 代 也 是 一 样 的。 特别 强 
培 的 是， 蓝 眼 睛 的 基因 型 bb 不 但 没有 灭绝 ， 而 且 其 比例 稳定 在 了 9%。 因 
此 ， 通 过 一 系列 连续 随机 交配 ， 基 因 型 在 每 一 代 中 的 比例 将 会 是 


20%0, 20%, 60% 一 9%, 42%, 49% 一 … 一 9%%, 42%， 49% 


这 个 结 琳 符合 哈代 - 温 伯 格 定律 ， 经 过 一 代 后 ， 基 因 型 的 比例 每 代 都 保持 恒 
定 ， 并 且 遗 传 概率 也 保持 恒定 。 


哈代 的 论辩 ”要 确认 哈代 - 温 伯 格 定律 是 否 对 于 基因 型 的 任何 初始 分 布 
都 成 立 ， 而 不 仅仅 是 我 们 例子 中 的 20%6，20%，60%， 我 们 无 法 做 得 比 哈 代 
更 好 了 。 他 在 1908 写 信 给 美国 《科学 》 杂 志 的 编辑 ， 表 述 了 他 自己 的 论辩 。 


哈代 将 基因 型 pp，b8 和 8B 的 初始 分 布设 为 p，2r 和 9， 那么 遗传 概 
率 就 是 pP+r 和 r+9g。 在 我 们 数字 化 的 例子 中 (20%，20%，60%), p = 
0.2，2r 二 0.2, 9 二 0.6。b 因子 和 8B 因子 的 遗传 概率 分 别 是 p+r = 0.2+ 
0.1 二 0.3 和 r+g 二 0.1+0.6 = 二 0.7。 如 果 基 因 型 hp，bB 和 B88B 的 初始 分 布 
不 同 ， 例 如 ， 我 们 从 10%，60% 和 30% 开始 ， 结 果 会 怎样 ? 哈代 - 温 伯 格 
定律 在 这 种 情况 下 是 理 成 立 ? 对 于 该 初始 分 布 ， 我 们 得 到 p = 0.1，27r = 
0.6,， 9g 二 0.3， 则 4&8 因子 和 8 因子 的 遗传 概率 分 别 为 p+r = 04 和 r+g = 
0.6。 所 以 下 一 代 基 因 型 的 分 布 是 16%，48%，36%。 连 续 随 机 交配 后 ， 基 
因 型 Bbp，b8，BB 的 比例 将 会 是 


10%, 60%, 30% 一 16%, 48%, 36% 一 … — 16%, 48%, 36% 
和 之 前 的 例子 一 样 ， 这 个 比例 在 一 代 之 后 固定 了 下 来 ,0.4 和 0.6 的 遗传 概 


率 保持 不 变 。 根 据 这 些 数字 ， 和 群体 中 有 16% 的 人 会 是 蓝 色 眼睛， 而 48%++ 
36% 二 84% 的 人 会 是 棕色 眼睛， 因为 8 在 基因 型 b8 中 是 显 性 基因 。 


因此 哈代 - 温 伯 格 定 律 告诉 我 们 ， 不 管 初始 时 因子 如 何 分 布 ， 基 因 型 
pb、bB 和 BB 的 概率 在 每 一 代 都 保持 恒定 。 显 性 基因 8 不 会 取代 4b 基因， 
而 且 基 因 型 的 概率 将 一 直 保 持 稳 定 。 


哈代 强调 他 的 模型 仅仅 是 一 个 近似 。 它 的 简明 精炼 取决 于 很 多 现实 中 
不 存在 的 假设 。 在 这 个 模型 中 ， 基 因 突 变 的 概率 或 者 基因 本 身 的 变化 都 被 
忽略 了 ， 遗 传 比例 恒定 的 结果 也 就 意味 着 不 会 有 任何 进化 。 现 实生 活 中 存 
在 “基因 漂移 ”而 且 基 因 遗 传 的 概率 也 不 是 恒定 的 。 这 就 导致 了 整体 比例 
的 变化 以 及 新 物种 的 演化 。 

哈代 - 温 伯 格 定律 把 遗传 学 的 量子 理论 一 一 孟 德 尔 定律 和 达尔 文 进 化 
论 、 自 然 选择 学 说 从 本 质 上 联系 了 起 来 。 最 终 还 是 天 才 的 R.A. 费 硕 尔 让 遗 
传 学 的 孟 德 尔 定律 和 物种 进化 理论 得 以 融 浴 共处 。 

吉 到 | 19 世纪 50 年 代 ， 遗 传 学 所 缺少 的 是 对 遗传 物质 本 身 的 物理 上 的 
理解 。 这 时 ， 人 笛 姆 斯 ， 沃 森 (James Watson)、 弗 因 西 斯 。 这 里 到 (Francis 
crick)、 莫 里 斯 ， 威 尔 金 斯 (Maurice Wilkins) 和 风水 琳 德 。 宇 兰 克 本 
(Rosalind Franklin) 作出 了 卓越 的 贡献 。 他 们 发 现 遗 传 介 质 是 脱氧 核糖 核 蔡 
酸 或 者 简称 为 DNA。 需 要 使 用 数学 工具 对 著名 的 DNA 双 螺 旋 绪 构 《〈 或 彩 
说 一 对 缠绕 一 个 圆柱 体 上 的 螺旋 曲线 》 进行 建 模 。 基 因 就 位 于 这 个 双 螺 放 
的 片断 上 。 

在 遗传 学 的 研究 中 ， 数 学 是 必 不 可 少 的 。 从 DNA 双 螺 旋 的 基本 几何 结 
构 以 及 复杂 的 哈代 - 温 伯 格 定律 开始 ， 用 于 处 理 包括 男女 性 征 在 内 的 很 多 特 
征 (不 仅仅 是 眼睛 的 颜色 ) 和 非 随机 交配 的 数学 模型 都 被 发 展 了 起 来 。 遗 
传 学 也 提出 了 新 的 具有 迷人 数学 特性 的 抽象 代数 分 支 ， 以 此 来 回报 数学 。 


基因 库 中 的 不 确定 性 
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和 


伽 多 瓦 (Evariste Galois ) 在 20 岁 时 死 于 - 场 决 斗 ， 但 是 他 所 留 下 的 思想 让 后 来 
的 数学 家 们 忙碌 了 几 个 世纪 。 这 其 中 包括 群 论 ， -种 用 于 量化 对 称 性 的 数学 构造 ， 对 
称 不 仅 颇 具 美 感 ， 而 且 它 也 是 科学 广 宪 们 所 人 慌 悍 的 未 来 万 物理 论 的 必 备 因素 . 群 论 是 将 
-万物 ” 绑 定 在 一 起 的 粘 合剂 . 


清 面 对 称 无 处 不 在 。 希腊 花瓶 是 对 称 的 ， 雪 花 是 对 称 的 ， 建筑 物 经 常 也 是 
对 称 的 ， 字 母 表 中 的 某 些 字母 也 是 对 称 的 . 对 称 有 几 种 不 同 的 种 类 ， 其 中 


最 主要 的 是 镜面 对 称 和 旋转 对 称 。 我 们 仅仅 需要 看 一 下 二 维 对 称 一 一 我 们 
所 研究 的 都 是 平面 上 的 物体 。 


- 问 轴 镜面 对 称 ”我 们 是 否 可 以 立 起 一 面 镜子 ， 使 得 某 个 物体 在 镜子 里 面 看 


起 来 跟 它 本 身 一 样 。 单 词 MUM 和 DAD 上 是 镜面 对 称 的 ， 而 MAD 和 POT 
人 则 不 具备 该 性 质 ，MUM 在 下 拷 中 看 起 来 仍 是 MUM， 而 MAD 则 变 成 了 


DAM。 三 癌 币 是 镜面 对 称 的 ， 但 是 三 曲 腿 图 (市 脚 的 三 向 轴 ) 却 不 对 称 。 


二 曲 腿 图 :有 曲 腿 图 在 镜 前 是 右 旋 的 ， i 它 在 平面 中 的 镜像 却 是 左旋 的 ， 
物体 | 镜像 性 转 对 称 找 们 也 可 以 提问 平面 上 是 否 存 在 一 个 垂直 轴 ， 使 得 平面 上 


的 物体 沿 该 轴 旋 转 是 角度 后 与 原 位 置 重合 。 三 问 轴 和 三 曲 腿 图 都 具有 旋 
续 对 称 性 。 三 曲 腿 图 〈 意 思 是 “ 王 条 腿 汪 ) 十 一 个 有 趣 的 形状 。 它 的 右 旋 形 
式 非 常 像 曼 岛 的 符号 以 及 西西 里 岛 旗帜 上 的 图 案 。 


如 果 我 们 将 它 旋 转 120 度 或 240 度 ， 旋转 后 的 图 像 将 与 原 图 像 相 重合 。 


1832 年 1854 年 1872 年 
人 徊 罗 瓦 提出 了 置换 群 的 思想 已 革 党 试 将 群 的 概 菲 力克 斯 。* 克 药 因 开始 使 用 
全 一 般 化 群 将 几何 进行 分 类 
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如 果 你 在 旋转 之 前 闭 上 眼 ， 那 么 在 旋转 完成 之 后 你 再 睁 开眼 时 ， 
你 所 看 到 的 是 将 是 一 个 一 模 一 样 的 三 曲 腿 形 。 


这 个 三 腿 形状 的 有 趣 之 处 在 于 ， 平 面 中 任意 角度 的 旋转 都 不 可 人 
能 把 它 从 右 旋 变 为 左旋 。 如 果 物 体 在 镜子 中 的 像 和 它 自 身 看 上 去 相似 却 不 ; 
相同 ， 那 么 我 们 称 该 物体 是 手 性 的 。 例如， 有 些 化 合 物 的 分 子 在 三 维 空 侣 汉 
间 中 存在 右 旋 和 左旋 两 种 形式 ， 因 此 它们 是 手 性 的 。 化 合 物 术 榜 烯 就 是 
一 个 这 样 的 例子 ， 在 一 种 形式 下 ， 它 的 味道 像 术 榜 ， 而 男 一 种 形式 下 ， 味 
道 却 像 郴 子 。 沙 利 度 胺 的 一 种 形式 是 褒 疗 孕吐 的 有 效 药 物 ， 但 是 如 条 错 服 - 
了 它 的 另 一 种 形式 ， 则 会 导致 灾难 性 的 后 朱 。 曼 岛 三 曲 腿 形 图 

测量 对 称 性 对 于 上 面 提 到 的 三 曲 腿 形 ， 基 本 的 镜像 操作 是 〈J 顺 时 针 
方向 ) R， 旋转 120 度 以 及 9， 旋转 240 度 。 另 一 种 变换 操作 了 是 将 该 图 形 
旋转 360 度 ， 或 不 作 任 何 改变 。 根 据 这 些 旋转 的 组 合 ， 我 们 可 以 建立 一 张 
类 似 于 乘法 口诀 表 的 表格 。 

这 张 表 类 似 于 普通 的 乘法 口诀 表 ， 不 同 的 是 ， 我 们 现在 相 乘 的 是 “人 符 
号 ”， 而 非 数字 。 依 照 最 常用 的 变换 操作 ， 乘 法 尺 *S 意 昧 痢 匈 对 该 三 曲 赤 
形 进 行 5 操 作 ， 即 顺 时 针 旋 转 240 度 ， 然 后 进行 RR 操作 ， 即 顺 时 针 旋 转 
120 度 ， 总 体 上 相当 于 将 其 旋转 了 360 度 ， 就 好 像 没 有 进行 任何 操作 一 样 。 
可 以 表示 为 ReS= 1， 即 表格 中 倒数 第 2 行 与 最 后 一 列 交 义 处 的 结 冬 。 

三 曲 腿 形 的 对 称 群 昨 由 操作 大 尺 、S， 以 及 它们 乘法 表 中 的 结合 方式 组 
成 的 。 由 于 该 群 包含 3 个 基本 元 素 ， 因 此 它 的 大 小 《或 机 汰 3。 这 
张 表 也 被 称 为 凯 莱 表 〈 用 数学 家 阿 瑟 , 凯 莱 的 名 字 命名 ， 他 是 航空 先驱 乔 。 。” 群 的 凯 莱 素 
治 * 凯 某 珊 士 的 远房 表亲 )。 


兢 似 于 三 曲 腿 形 ， 没 有 脚 的 三 癌 轴 也 具备 旋转 对 称 性 。 它 同 时 还 
具备 镜面 对 称 性 ， 因 此 ， 它 有 一 个 更 大 的 对 称 群 。 我 们 称 U. 4 矿 为 
= 镜 轴 的 反射 操作 。 


费 奥 包罗 夫 [ Evgraf Fedorov ) 和 能 去 利 有 限 简 单 群 的 分 类 工作 最 终 完 成 ， 
[Arthur Schenflies ) 独立 地 将 230 个 晶体 同时 最 大 定理 也 被 证 明 
群 进行 了 分 类 
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> J REIUTVIW 三 问 轴 的 大 的 对 称 群 阶 为 6， 即 它 由 6 个 变换 操作 上 R、S、U.、 


上 及 及 组 成 ， 它 的 乘法 表 如 图 所 示 。 


一 个 有 趣 的 变换 操作 是 将 它 不 同 镜 轴 中 的 反射 操作 结合 在 一 起 ， 
例如 Us ( 即 先 进行 所 反射 操作 ， 然 后 进行 U 反射 操作 )。 这 实际 上 
相当 于 将 三 问 轴 旋转 了 120 度 ， 即 we =R。 如 果 将 这 两 个 反射 操作 
以 相反 的 方式 结合 ， 即 所 。U=$， 则 相当 于 将 其 旋转 240 度 。 特 别 地 ， 
"和 玫 *C。 这 也 是 群 乘 法 表 和 普通 数字 乘法 表 之 间 的 主要 区 别 ， 
如 采 群 中 的 运算 操作 是 可 交换 的 ， 那 么 该 群 称 为 阿 贝尔 群 ， 这 是 用 挪 
威 数学 家 阿 贝尔 (Niels Abel) 的 名 字 命 名 的 ， 三 问 轴 对 称 群 是 最 小 的 非 阿 
贝尔 群 。 


抽象 群 ”代数 学 在 20 世纪 的 发 展 趋势 是 抽象 代数 ， 其 中 ， 群 是 由 一 些 
称 为 公理 的 基本 规则 定义 的 。 从 这 个 角度 讲 ， 三 向 轴 对 称 群 便 是 抽象 系统 
的 一 个 实例 。 在 代数 中 ， 有 一 些 比 群 更 加 基础 的 系统 ， 它 们 需要 更 少 的 公 
圭 ; 向 力 外 一 些 系统 更 加 复杂 ， 需 要 更 多 的 公理 。 但 是 ， 群 论 却 始终 是 最 
重要 的 代数 系统 。 它 是 如 此 的 了 不 起 ， 仅 仅 通过 很 少 的 公理 ， 就 可 以 里 现 
出 一 个 如 此 之 大 的 知识 体系 。 抽 象 方法 的 一 个 优点 是 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 
以 从 一 般 化 的 定理 演绎 出 特殊 的 定理 。 

群 论 的 一 个 特点 是 大 的 群 中 可 能 包含 较 小 的 群 。 三 曲 腿 形 的 3 阶 对 称 
和 群 人 局 好 是 三 向 轴 的 6 阶 对 称 群 的 一 个 子 群 。 拉 格 朗 日 证 明 出 一 个 关于 子 群 
的 基本 事实 。 拉 格 朗 日 定理 所 陈述 的 是 ， 有 限 群 的 阶 必然 可 以 被 其 子 群 的 
阶 整除 。 由 此 我 们 可 以 知道 ， 三 向 轴 的 对 称 群 不 包含 阶 为 4 或 5 的 子 群 。 

分 类 群 ”将 所 有 的 有 限 群 分 类 是 一 个 被 广泛 研究 的 课题 。 我 们 并 没有 
必要 把 所 有 的 群 都 列 出 来 ， 因 为 其 中 一 些 群 是 建立 在 一 些 基本 群 的 基础 上 
的 ， 我 们 需要 的 仅仅 是 这 些 基 本 和 群 。 分 类 的 原则 类 似 于 化 学 中 的 分 类 原 
则 ， 即 我 们 只 专注 于 基本 的 化 学 元 素 ， 而 不 考虑 它们 所 组 成 的 化 合 物 。 三 
向 轴 的 6 阶 对 称 群 是 由 旋转 群 “ 阶 为 3) 和 反射 群 (2 阶 ) 所 组 成 的 “化 
合 物 ”。 


儿 乎 所 有 的 基本 群 都 可 以 归于 一 些 已 知 的 分 类 。 最 完全 的 分 类 称 为 有 
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限 简单 群 分 类 (the enormous theorem)， 它 是 由 丹 尼 

尔 妆 他 斯 坦 环 于 1983 年 公布 于 世 的 ， 这 项 成 就 是 “ 群 的 公理 

建立 在 数学 家 们 30 多 年 的 研究 成 果 和 发 表 著 作 的 基 一 些 拓 本 元 素 的 集合 G 连 同 “ 冬 

础 上 的 。 它 是 所 有 已 知 群 的 地 图 集 。 基 本 群 被 分 为 4 由”。 一 起 ， 称 为 群 ， 如 果 满 足 ; 

个 主要 类 别 ， 但 是 仍 有 26 个 群 不 属于 任何 类 别 。 他 2 

们 被 称 为 敬 在 群 。 G 中 的 任意 元 素 a， 都 满足 1。a = as。 
散在 群 是 一 些 孤 立 的 群 ， 它 们 的 阶 通常 比较 1=a (这 个 特殊 元 素 荆 称 为 单位 元 )。 


ee Ee a ee i Fe 站 十 ee 总 i 沪 吕 i 4 ee be 
je one ee 全 站 ei pH: 了 证 ee | li 和 


大 。 最 小 的 5 个 散在 群 是 马 修 (Emile Mathieu) 于 (2) 对 于 群 G 中 的 任意 元 素 a， 都 可 

19 世纪 60 年 代 发 现 的 ， 但 是 关于 它 的 大 量 研究 集中 以 在 咯 中 提 到 元 素 msi=asa=1 

在 1965 到 1975 年 之 间 。 最 小 的 散在 群 的 阶 为 7 920 (元 素 记 称 为 垃 的 递 元 素 )。 

= 24X3X5Xx1ll， 但 是 ， 被 人 称 作 “小 怪物 ”和 绝 (3) 对 于 群 G 中 的 任意 元 素 a、b、 

对 “怪物 ”的 最 大 散在 群 ， 其 阶 数 为 2”X3” X5 Xx c， 者 有 a (bsoc)= (Carb) ce( 称 
T6 兴 112X133X17X19X23X29X31 基 41 基 47 关 物 关 59 闪 为 钻 合 律 )。 

71， 写 成 十 进 制 形式 的 话 ， 大 概 等 于 8X10 ， 或 看 ， ne WI 
时 你 式 意 ， 也 可 以 将 它 写成 8 后 边 跟 53 个 0 的 开 nn 


式 一 一 这 确实 是 一 个 非常 庞大 的 数字 。 可 以 证 明 ， 这 26 个 散在 群 的 20 个 
子 群 可 以 表示 为 这 个 “怪物 ”的 子 群 一 一 其 他 6 个 不 属于 任何 类 别 的 群 称 
为 “6 贱民 “。 

尽管 数学 经 常 追求 的 是 简短 明了 的 证 明 过 和 枉 ， 但 是 关于 有 限 群 分 类 的 
证 明 过 程 看 起 来 就 像 10 000 页 密密麻麻 排列 的 符号 。 数学 的 成 就 并 不 总 是 
归功 于 基 些 个 别 的 杰出 天 才 。 


测量 对 称 性 


你 不 可 和 不知 的 50 个 数学 知 评 


起 阵 


这 是 一 个 关于 “超凡 代数 ”的 故事 一 一 一 场 发 生 在 19 世 纪 中 期 的 数学 革命 。 几 个 
世纪 以 来 ， 数 学 家 们 一 直 在 和 一 块 块 的 数字 打交道 ， 而 将 数字 块 看 作 一 个 独立 单元 的 
思想 是 150 年 前 才 兴 起 的 ， 当 时 的 一 些 数学 家 们 意识 到 了 它 的 潜力 . 
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普通 代数 即 传统 代数 ， 它 们 使 用 a，b，c， x 以 及 y 等 符号 来 表示 独立 
的 数字 。 很 多 人 觉得 这 很 难 理 解 ， 但 是 对 于 数学 家 们 来 说 ， 这 是 一 个 非常 大 
的 进步 。 相 比 之 下 ,“ 超 凡人 代数” 引导 了 一 场 “地震 性 的 革命 "。 对 于 很 多 复 
来 的 应 用 ， 这 个 从 一 维 代数 到 多 维 代数 的 进步 显示 出 了 不 可 思议 的 力量 ， 

多 维 数字 在 普通 代数 中 ，a 可 能 代表 数字 7， 我 们 可 以 写 为 a=7， 而 
企 定 阵 理论 中 ， 征 阵 4 可 以 是 一 个 “多 维 的 数字 ”， 例 如 


7501 
4=|043 7 
3 2 0 2| 


度 年 阵 具 有 3 行 4 列 〔 它 是 一 个 3 乘 4 的 矩阵 )， 但 是 从 原则 上 讲 ， 我 们 的 
息 阵 可 以 由 任意 数量 的 行 和 列 组 成 一 一 甚至 可 以 有 “100 乘 200”， 即 100 行 
200 列 的 巨大 矩阵。 矩阵 代数 的 一 个 非常 重要 的 优点 是 我 们 可 以 将 非常 大 的 
效 子 阵列 (如 统计 学 中 的 数据 组 ) 视 为 一 个 单独 的 实体 。 不 仅 如 此 ， 我 们 还 
可 以 侧 单 而 有 效 地 将 这 些 数字 块 相 乘 。 如 果 我 们 要 将 两 个 数据 组 中 的 所 有 数 
子 相 加 或 相 乘 ， 其 中 每 个 数据 组 中 都 包含 1 000 个 数字 ， 我 们 并 不 需要 进行 
1 000 汰 运算 ， 而 是 仅仅 需要 进行 一 次 运算 〈 将 两 个 矩阵 相 加 或 相 乘 )。 


公元 前 200 年 无 1850 年 1858 年 


中 国 数学 家 使 用 了 数字 阵列 J.J. 西 尔 锥 斯 特 提出 站 葬 发 表 了 Memoir on the Theory of 
了 “ 虐 阵 ”一 词 Matrices 必 关 于 和 矩 阵 理论 的 论文 》) 


39 超 阵 1 155 


一 个 实际 的 例子 ”假设 矩阵 4 表示 AJAX 公司 一 周 的 产 出 。 AJAX 公 
梧 拥有 3 个 工厂 ， 它 们 分 布 在 不 同 的 区 域 ， 我 们 需 
要 衡量 的 是 这 些 工 厂 对 四 种 不 同 产品 的 牛 产 量 ( 山 
1 000 为 单位 )。 在 这 个 例子 中 ， 这 些 数量 表示 在 上 
页 的 矩阵 4 中 。 

在 下 一 周 中 ， 产 量 计划 表 可 能 会 不 同 ， 但 是 它 可 以 写成 另外 一 个 矩阵 
B。 例 如 ， 刀 可 能 是 如 下 的 和 矩阵 


9 4 1 0 
有 =I0S 1 8 
4 1 1 0 


这 两 周 总 的 生产 量 是 多 少 ? 矩阵 理论 家 告诉 我 们 ， 总 生产 量 就 是 矩阵 4 和 
8 相 加 ， 其 结果 等 于 矩阵 中 的 对 应 元 素 相 加 ， 


7+9 5+4 0+1 | rl6 9 1 1 
ATtB=| 0+0 4+5 3+] 7+8 - 0 9 4 15 
314 2+1 oh 2 (7 3 1 2 


这 年 非常 商 单 的 一 件 事 情 。 不 幸 的 是 ， 和 矩阵 的 乘法 就 不 这 公明 显 
三。 我们 回 到 AJAX 公司 ， 假 设 这 四 种 产品 的 单位 利润 为 3 9 8 2 
你 据 工 1 的 产量 7，5，0，1， 我 们 当然 可 以 算出 它 的 总 利润 。 结 果 为 
TX3+15X9+0X 8+1 XxX 2=68. 

我 们 要 处 理 的 并 不 是 一 个 工厂 的 产量 ， 不 过 我 们 可 以 轻易 地 算出 所 有 
工厂 的 总 产量 7 


pd 


(7x3+5x9+0x8+1lx2 DY 
3+ a9 3xB+7x2 |=| 74 


3x3+2x9+0x8+2x2) (31, 


1878 年 1925 年 


弗 罗 贝 尼 乌 斯 证 明了 矩 阵 代 海 森 堡 将 矩阵 力学 运用 到 
数 中 的 一 些 关键 结论 量子 理 论 中 


kw 加 
ee 
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仔细 观察 ， 你 会 看 到 矩阵 乘法 的 一 个 关键 性 质 一 一 行列 相 乘 。 如 果 除 单 

位 利润 之 外 ， 我 们 还 给 出 了 每 种 产品 的 单位 体积 7, 4, 1, 5， 只 是 一 个 很 小 的 改 

恋 ， 我 们 就 可 以 通过 简单 的 矩阵 乘法 算出 这 3 个 工厂 的 利润 和 存储 空间 需求 
3 7 


75S 0 1 68 74 
9 4 

0 4 3 7 |x -|74 54 
8 1 

3 2 0 2| 31 39 
2 5 


总 的 存储 空间 需求 在 矩阵 结果 的 第 2 列 给 出 ， 即 74，54，39。 甜 阵 理 
论 的 功能 是 非常 强大 的 。 设 想 这 样 的 情况 :; 某 个 公司 具有 上 百 个 工 | 、 工 
千 种 产品 ， 在 不 同 的 星期 有 不 同 的 单位 利润 和 存储 空间 需求 。 通 过 矩阵 代 
数 ， 计 算 过 程 和 我 们 的 理解 都 将 变 得 直截了当 ， 我 们 不 再 需要 为 其 中 的 一 
些 细节 而 担心 发 怨 。 

重 阵 代数 vs 普通 代数 矩阵 代数 和 普通 代数 之 间 有 很 多 的 类 似 之 处 。 
它们 之 间 最 大 的 不 同 点 在 于 矩阵 乘法 。 如 果 我 们 将 矩阵 4 和 和 矩阵 8 相 来 ， 
然后 再 以 相反 的 顺序 相 乘 ， 其 结果 如 下 


3 5 7 6 ee 3x6+Sx® 41 58 
AxB= 让 一 i 
2 1 二 名 IxT+lxd4 2x6+1x% 18 20 
7 6 3 5 see Tx5+6xl 33 41 
BxA= 和 EF | 
站 名 2 1 4x3+8x2 4x5+8xl 2%8 28 
因此 ， 在 矩阵 代数 中 4x 8 的 结果 和 Bx 4 的 结果 可 能 会 不 同 ， 这 种 情况 在 首 


请 代数 中 是 不 可 能 出 现 的 。 在 普通 代数 中 ， 交 换 乘 子 的 顺序 ， 结 果 不 会 改变 。 
另 _ 个 不 同 之 处 在 于 道 运算 的 不 同 。 在 普通 代数 中 ， 求 着 〈 求 倒数 ， 


非常 简单 。 如 果 a=7， 那 么 a 的 逆 为 上 ， 这 是 因为 它们 满足 所 x 7=1。 有 时 
我 们 也 将 该 逆 写 为 a1= 广 ， 因 此 ,a x a=1。 


7 -2 
举 一 个 矩阵 的 例子 ，4=| 3 7 ， 我 们 可 以 验证 4'=[ “1 j， 这 二 


， (10 、 
因为 41x4=[ 下] -人 ,其 中 1 E 1 ， 称 为 单位 和 


阵 ， 相 当 于 普通 代数 中 的 1。 在 普通 代数 中 ， 只 有 0 没有 道 ， 但 是 在 矩阵 代 
数 中 ， 很 多 矩阵 都 没有 闻 。 

旅行 计划 另 一 个 使 用 矩阵 的 例子 是 对 航线 网 络 进行 分 术 。 这 同时 涉 
及 枢纽 机 场 以 及 小 型 机 场 ， 在 实际 应 用 中 ， 这 通常 涉及 几 百 个 机 场 一 一 但 
是 在 这 里 ， 我 们 只 研究 一 个 很 小 的 例 二: 该 网 络 包括 枢纽 机 场 伦敦 (L) 和 
巴黎 〈P)， 小 型 机 场 爱 丁 保 《2 波尔多 (8) 和 图 户 兹 《1 以 及 图 中 
给 出 的 一 些 可 能 的 直 飞 航班 。 使 用 一 台 计 算 机 来 分 析 这 些 航班 ， 首先 要 把 
它们 表示 为 矩阵 。 如 果 两 个 机 场 之 间 存 在 直 飞 航班 ， 则 将 和 矩阵 中 标记 着 这 
些 机 场 的 行 和 列 的 交点 记 为 ] (如 从 伦敦 到 爱丁堡 )。 表示 该 航线 网 络 “ 连 
通 性 ”的 矩阵 十 4。 

右 下 角 的 子 矩 阵 〈 由 虚线 框 出 ) 表示 这 三 个 小 型 机 场 之 间 没 有 直 长 航 
班 。 而 这 个 矩阵 和 它 自 身 的 积 4x 4= 4 可 以 解释 为 ， 如 果 中 途 允 许 一 次 转 
材 L， 那么 两 个 机 场 间 总 共有 多 少 种 不 同 的 航 淘 。 例如 ， 从 巴黎 出 发 ， 通 过 
其 他 城市 ， 有 3 种 可 能 的 往返 方式 ， 但 是 从 伦敦 出 发 ， 不 可 能 进行 一 次 转 
机 后 到 达 爱 丁 堡 。 惩 阵 4+44 中 的 元 素 表 示 这 两 个 机 场 之 间 的 直 飞 航线 与 经 
这 一 次 转机 的 航线 的 总 数 。 这 个 例子 也 很 好 地 反映 了 皇 阵 通过 一 次 运算 便 
可 捕捉 到 大 量 数据 的 实质 信息 。 


当 一 小 批 数学 家 在 19 世纪 30 千代 创立 矩阵 理论 的 时 候 ， 他 们 的 只 
We 仅 是 用 它 来 处 理 一 些 纯 数学 的 问题 。 从 应 用 的 角度 来 说 ， 矩 阵 理论 黄 
的 是 一 种 “寻找 问题 的 解决 方法 。 而 事实 上 ， 确 实 涌现 出 很 多 的 “问题 ”， 
需要 用 到 这 种 解决 方法 。 个 较 早 的 应 用 发 生 在 20 世纪 20 年 代 ， 海 森 储 
(Wemer Heisenberg》 对 “( 量 了 于) 量 阵 力学 ”进行 了 人 研究 ， 这 是 量子 力学 的 一 
部 分 。 另 一 个 先驱 是 奥 尔 加 Olga Taussky-Todd), 好 使 用 矩阵 代数 对 飞行 益 
设计 进行 了 一 段 时 期 的 研究 。 当 被 问 杞 她 是 如 何 发 现 这 个 课题 的 ， 她 回答 道 : 
事实 恰好 是 相反 的 ， 印 ， 是 矩阵 理论 找到 了 她 。 这 是 - 场 数 学 的 游戏 。 


将 一 组 组 数字 组 合 起 来 
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项 码 


起 拔 大 帝 和 现代 数字 信号 传输 之 间 有 什么 共同 点 ”简短 的 回答 是 代码 和 编码 。 要 
起 将 数字 倍 号 传输 给 计算 机 或 数字 电视 机 ， 将 图 像 和 语音 编码 为 一 连 串 的 1 或 0 ( 一 进 
制 码 ) 是 至 关 重要 的 ， 因 为 这 些 装 置 仅仅 能 够 理解 这 种 语言 凯撒 天帝 使 用 代码 与 他 
的 将 军 们 进行 交流 ， 根 据 一 个 只 有 他 们 知道 的 密 钥 ， 他 们 可 以 不 断 地 改变 信息 中 的 字 
外 ， 从 而 使 其 信息 不 被 外 和 人 知道. 


对 于 绩 撤 来 说 ， 正 确 性 是 至 关 重 要 的 ， 同 时 还 需要 一 个 能 够 传输 数字 信 
写 的 有 效 方式 。 凯 撤 还 希望 他 的 信息 能 够 不 被 他 人 知道 ， 这 类 似 于 有 线 电 视 
和 卫星 电视 传输 公司 ， 他 们 也 希望 他 们 的 信号 仅 对 那些 付 过 费 的 用 户 有 意义 ， 

我 们 首先 来 看 一 下 正确 性 问题 。 人 为 错误 或 “传输 线 上 的 噪声 ”会 不 
可 避 饮 地 发 生 ， 我 们 必须 对 它们 进行 处 理 。 一 些 数学 思想 可 以 让 我 们 建立 
起 能 够 自动 检 错 甚至 纠 错 的 编码 系统 。 

检 鱼 和 纽 错 ”一 个 最 早 的 二 进 制 编 码 系 统 是 莫 尔 斯 码 ， 它 使 用 了 两 种 
付 写 ， 点 。 和 短线 ~-。 美 国 发 明 家 莫 尔 斯 (Samuel F.B. Morse) 于 1844 年 
发 出 了 第 一 条 使 用 该 代码 的 跨 城市 信息 ， 当 时 的 信息 是 从 华盛顿 发 给 巴尔 
的 摩 。 该 代码 是 为 19 世纪 中 期 的 电报 系统 设计 的 ， 设 计时 并 未 充分 考虑 其 
性 能 。 在 英 尔 斯 码 中 ， 字 母 4 被 编码 为 -，B 被 编码 为 -。。。， 而 C 被 编 
他 为 -~-。-。， 类 似 地 ， 其 他 字母 也 被 编码 为 一 系列 的 。 与 ~ 的 组 合 。 如 果 
此 报 员 想 要 发 出 信息 “C458”， 那 么 他 就 需要 发 出 下 面 这 串 符 号 ，~ 。-。/ 


公元 前 55 年 约 公 元 1750 年 


遍 撒 大 帝 入 盆 英 国 ， 他 和 他 的 将 军 们 如 拉 定 理 成 为 了 公共 密 钥 密码 
通信 时 使 用 了 密码 学 的 理论 基础 


“一 /~-***。 尽 省 英 尔 斯 码 有 很 多 的 优点 ， 但 是 它 的 检 错 性 能 不 是 很 好 ， 更 
不 用 说 纠 错 性 能 了 。 如 果 发 报 员 原本 想 发 出 信息 “C4B8”， 但 是 他 将 C 中 的 
一 个 " 误 发 成 了 -=， 并 且 遗 漏 了 4 中 的 -， 而 电报 噪声 又 将 B 中 的 。 算 改 成 
1 ~， 那么， 最 后 接收 到 的 序列 将 是 ,. -，/。/ - - 。。， 而 接收 者 不 会 看 出 
任何 的 错误 ， 只 会 将 其 译 为 “FEZ” 


我 们 举 一 个 更 加 初级 的 例子 ， 看 一 下 仅 由 0 和 1 组 成 的 编码 系统 ， 其 
中 0 表示 一 个 单词 ， 而 1 表示 另 一 个 单词 。 假 设 军队 指挥 官 必须 要 向 他 的 
车队 发 出 一 个 “进攻 ”或 “不 进攻 ”的 指令 。 指 令 “ 进 攻 ” 编 码 为 1， 而 指 
令 “ 不 进攻 ”编码 为 0。 如 果 1 或 0 在 传达 过 程 中 发 生 了 错误 ， 那 么 接收 者 
们 永远 都 不 会 知道 他 们 会 收 到 错误 的 指令 ， 从 而 带 来 灾难 性 的 后 果 。 


我 们 可 以 通过 使 用 长 度 为 2 的 码 字 对 其 进行 改进 。 如 果 这 次 我 们 将 
“进攻 ”编码 为 11， 而 将 “不 进攻 ”编码 为 00， 情 况 会 好 一 些 。 如 果 其 中 
一 个 数字 发 生 了 错误 ， 那 么 接收 者 会 收 到 10 或 01 的 指令 。 由 于 只 有 11 和 
00 才 是 合法 的 码 字 ， 因 此 ， 接 收 者 必然 可 以 知道 传输 过 程 中 发 生 了 错误 。 这 
个 系统 的 优点 是 可 以 检测 单字 符 错 误 ， 但 是 我 们 仍然 不 知道 如 何 对 其 进行 纠 
正 。 如 有 果 我 们 收 到 的 信息 是 01， 我 们 无 法 知道 发 送 端 发 出 的 有 是 00 还 是 11， 


设计 更 好 的 编码 系统 的 方法 是 使 用 更 长 的 码 字 。 如 果 我 们 将 “人 入 侵 ” 


编 公 为 111， 而 将 “不 人 侵 ” 编 码 为 000， 我 们 必然 可 以 像 刚 才 一 样 检测 到 
单字 符 的 错误 。 假 设 我 们 知道 一 个 码 字 中 最 多 只 会 发 生 1 个 错误 (这 是 一 
个 合理 的 假设 ， 因 为 一 个 码 字 中 发 生 2 个 错误 的 概率 微乎其微 )， 那 么 ， 事 
实 上 接收 者 可 以 对 其 进行 纠正 。 例 如 ， 如 果 收 到 的 信息 是 110， 那 么 正确 的 
信息 则 应 该 是 111。 根据 我 们 的 规则 ， 正 确 的 码 字 不 可 能 是 000， 因 为 该 码 
字 写 110 有 2 位 不 同 的 字符 。 这 个 系统 仅仅 包含 2 个 码 字 ，000 和 111， 但 
是 它们 之 间 的 差距 足以 进行 错误 检测 和 纠正 。 


日 动 更 正 模式 下 的 单词 处 理 使 用 的 是 相同 的 原则 。 如 果 我 们 输入 了 


20 世纪 20 年 代 1950 年 
莫 尔 斯 使 用 他 的 密码 谤 机 被 发明 出 来 理 查 德 . 海 明 | Richard Ham- 
发 出 了 第 一 条 信息 ming } 发 表 了 一 篇 关于 检 错 和 介 


错 的 关键 论文 
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20 世纪 70 年 代 


公共 密 钥 密码 学 被 发 展 起 来 
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“animul”"， 单 词 处 理 器 会 检测 到 该 错误 ， 并 且 会 将 其 替代 为 和 其 最 相似 的 单词 “animal” 以 完成 纠 
备 。 但 是 ， 并 不 是 所 有 的 英文 单词 都 可 以 被 纠 错 ， 这 是 因为 ， 如 果 我 们 输入 “lomp”， 则 与 其 最 相 
似 的 单词 将 不 只 一 个 ， 如 lamp、 hmp、hump、pomp， 以 及 romp， 它 们 和 lomp 都 很 相似 ， 


一 种 现代 二 进 制 码 包含 一 系列 由 0 和 1 组 成 的 码 字 ， 授 过 令 合法 码 字 之 间 的 距离 足够 大 ， 我 们 
便 可 以 对 其 进行 检 错 和 纠 错 。 莫 尔 斯 码 的 码 字 过 于 靠近 ， 而 卫星 数据 传输 所 使 用 的 现代 编码 系统 却 
可 以 一 直 工作 在 自动 更 正 模式 下 。 为 了 进行 错误 检测 ， 需要 使 用 长 码 字 以 保证 性 能 ， 因 此 ， 在 码 长 
和 传输 速率 之 间 存 在 一 个 折衷 关系 。( 美 国 ) 国家 航空 航天 局 NASA 企 太 空 航行 中 使 用 的 是 三 向 纠 
定 码 ， 该 编码 系统 被 证 明 在 传输 噪声 较 高 的 环境 中 具有 足够 的 安全 性 ， 


对 信息 进行 保密 涡 撤 大 帝 对 其 信息 进行 保密 的 方式 是 ， 根 据 一 个 仅 有 他 和 他 的 将 军 们 知道 的 
密 钥 ， 不 断 改 变 信息 中 的 字母 。 如 果 该 密 钥 落 在 了 敌人 手中 ， 那 么 他 们 的 所 有 信息 将 被 敌人 破解 、 
在 中 世纪 时 期 ， 苏 格 兰 的 玛丽 王后 从 她 所 在 的 牢房 中 发 出 了 代码 形式 的 秘密 信息 。 玛 丽 想 要 推翻 其 
表姐 人 丽 莎 白 的 统治 ， 然 而 她 的 密令 却 被 截获 了 。 古 罗马 人 曾 使 用 一 个 密 钥 对 所 有 字符 进行 轮转 ， 
而 玛丽 的 编码 方式 要 比 这 复杂 得 多 。 她 的 码 字 基于 多 个 置换 法 ， 但 是 通过 分 析 其 中 字母 和 符号 出 现 
的 频率 ， 这 些 置 换 法 的 密 钥 被 最 终 解 开 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 德 国 英 格 玛 密码 由 于 其 密 钥 被 发 现 
而 筱 最 终 破 解 。 在 这 个 例子 中 ， 破 译 密码 是 一 个 巨大 的 挑战 ， 但 是 ， 该 密码 还 是 很 容易 受到 攻 填 
的 ， 因 为 其 密 钥 总 是 随 信 息 一 同 发 送 。 


关于 信息 加 密 的 一 个 惊人 进展 发 生 于 20 世纪 70 年 代 、 该 进展 一 举 推翻 了 人 们 之 前 所 一 直 信 和 春 
的 结论 。 它 告诉 我 们 ， 即 使 密 钥 被 分 发 给 了 所 有 人 ， 还 是 可 以 保证 信息 完全 安全 。 这 被 称 为 公共 率 
钥 密 码 学 。 该 方法 依赖 于 一 个 被 认为 是 最 没 用 的 数学 分 支 中 的 一 条 200 年 前 发 现 的 古老 定理 。 


公共 密 角 密码 学 ”约翰 (John Sender) 先生 是 一 各 特工 ， 在 间谍 组 织 中 人 们 都 称 他 为 “J?。 他 
刚刚 来 到 一 座 城镇 ， 并 且 要 向 他 的 联络 人 罗 德 尼 (Rodney Receiver) 博士 发 送 一 封 密 信 ， 以 通知 他 
已 到 达 。 他 接 下 来 要 做 的 事情 非常 有 趣 。 他 来 到 公共 图 书馆 ， 从 书架 上 取 下 一 本 城镇 地 址 矫 ， 然 
后 寻找 R 博士 Receiver。 在 地 址 短 中 ， 他 发 现 Receiver 博士 的 名 字 旁 边 有 2 个 数字 一 一 一 个 长 的 ， 
247， 以 及 一 个 短 的 ，5。 这 些 信 息 对 于 所 有 人 都 是 公开 的 ， 而 约 某 先生 对 消息 加 密 所 用 到 的 所 有 信 
昌 ， 仅 仅 是 他 名 字 的 简称 ,“J?。 这 个 字母 在 某 个 单词 列表 中 的 位 置 是 74， 同 样 地 ， 这 对 所 有 人 都 
是 公开 的 。 

约 验 通过 计算 247 除 74 的 模 来 对 74 进行 加 密 ， 即 ， 他 要 知道 用 247 除 74: 所 得 到 的 余数 。 计 
算 74 完全 可 以 通过 一 个 便携 计算 器 完成 ， 但 是 必须 将 它 精确 地 计算 出 来 
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74 =74X 74X74X74X74=2 219 006 654 
以 及 
2 219 006 624=8 983 832 x 247+120 


所 以 ， 用 247 去 除 这 个 庞大 的 数字 ， 将 得 到 余数 120。] 加 密 后 的 消息 便 是 120， 他 将 该 消息 发 送 给 
了 有 博士。 因为 数字 247 和 5 对 所 有 人 都 是 公开 的 ， 因此 任何 人 都 可 以 对 一 条 消息 进行 加 密 。 但 是 
并 不 是 所 有 人 都 可 以 对 它 进 行 解密 。R 隆 士 拥有 关于 该 加 密 消息 的 更 多 信息 。 他 的 个 人 数字 247 是 
通过 将 两 个 质数 相 乘 得 到 的 。 在 这 个 例子 中 ， 他 将 质数 P=13 和 49=19 相 乘 ， 从 而 得 到 了 数字 247， 
但 是 这 个 秘密 只 有 他 自己 才 知 道 。 


这 是 一 条 由 欧 拉 发 现 的 古老 定理 ， 如 今 它 又 被 人 们 翻 了 出 来 ， 并 将 发 挥 极 大 的 作用 。R 博 十 使 
用 了 p=13，g=19 这 两 个 质数 ， 从 而 找到 数值 ， 使 得 5xvw 三 1 模 (p-1) (gq-1)， 其 中 符号 三 代表 
模 运 算 的 结果 相等 。a 为 何 值 ， 可 以 使 得 12X18=216 除 Sxa 余数 得 1 ? 上 略 去 中 间 的 计算 过 程 ， 我 
们 得 到 a=173。 

因为 只 有 他 才 知 道 质数 p 和 g， 因 此 R 博 十 是 可 以 算出 数字 173 的 唯一 的 人 。 通 过 173， 他 算 
出 了 用 247 除 120'” 所 得 到 的 余数 。 该 运算 超出 了 便携 计算 器 的 能 力 ， 但 是 我 们 还 是 可 以 通过 一 台 
计算 机 很 容易 地 将 结果 计算 出 来 。 正 如 欧 拉 在 200 年 前 就 已 经 知道 的 ， 最 终结 果 是 74。 通 过 这 条 信 
县，R 博士 在 单词 列表 中 查询 了 第 74 个 位 置 所 对 应 的 字母 ， 并 由 此 基 道 了 J 已 经 回 到 该 城镇 了 。 


你 可 能 会 说 ， 黑 客 可 以 很 容易 地 发 现 247=13X 19 这 个 事实 ， 因 此 ， 该 密码 是 可 能 被 破解 的 . 
你 或 许 是 正确 的 。 但 是 如 果 R 博士 使 用 另 一 个 数字 代替 247， 加 密 和 解密 的 原则 仍然 是 一 样 的 。 他 
可 以 选择 两 个 非常 大 的 质数 然后 把 它们 乘 起 来 ， 从 而 得 到 一 个 远大 于 247 的 数 。 


事实 上 ， 找 到 一 个 非常 大 的 数 的 两 个 质 因子 几乎 是 不 可 能 的 一 例如 ， 数字 24 812 789 922 307 
的 两 个 质 因 子 分 别 是 多 少 ? 何况 我 们 还 可 以 选择 比 这 个 数 大 得 多 的 数 。 公 钥 加 密 系 统 是 安全 的 ， 如 
朱 茶 些 超级 计算 成 功 地 完成 了 对 某 个 加 密 数 字 的 质 因子 分 解 ， 那 么 R 博士 需要 做 的 事情 仅仅 是 将 这 
个 数 继续 增 大 。 最 终 ，R 博士 将 一 盒 黑 色 的 沙子 和 一 盒 白 色 的 沙子 混合 在 一 起 ”的 难度 要 远 小 于 
墨客 们 将 这 些 沙子 分 离开 来 的 难度 。 


水 不 灌 密 
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品级 计数 


数学 中 有 一 个 分 支 叫做 组 合 数学 ， 有 时 也 被 称 为 高 级 计数 。 它 并 不 是 将 一 系列 数 
字 进 行 简单 地 相 加 。“ 多 少 ” 是 一 个 问题 ， 而 “对 象 可 以 被 如 何 地 组 合 ” 也 是 一 个 问 
题 。 问 题 的 陈述 方式 通常 都 很 简单 ， 并 不 包含 元 繁 的 数学 结构 一 一 你 并 不 索要 知 坦 很 
多 的 预备 知识 ， 便 可 以 择 起 袖子 投入 研究 。 这 也 使 得 组 合 问 题 颇 具 魅 力 。 但 是 他 们 也 
给 了 一 个 健康 的 警告 : 小 心 沉迷 其 中 ， 从 而 导致 睡眠 贰 之 . 


对 从 夫 斯 的 传说 ”孩子 们 在 很 小 的 时 候 就 已 经 开始 接触 组 合 数 学 了 。 
首 古老 的 童谣 提出 了 一 个 组 合 数 学 的 问题 ; 
在 去 圣 艾 夫 斯 的 路 上 ， 
我 通风 一 个 男人 ， 
他 有 了 个 太太 ，。 
每 个 太太 有 7 个 布袋 。 
每 个 布袋 有 7 只 大 猫 ， 
每 只 大 狂 有 ?7 只 小 独 。 
小 猫 、 大 猫 、 布 息 、 太 太 : 
到 底 有 和 多少 人 要 去 圣 交 夫 期 ? 
最 后 一 行 的 问题 是 一 个 脑筋 急 转 弯 (答案 是 1)。 但 是 我 们 可 以 将 问题 反 过 
来 问 : 来 自 圣 艺 夫 斯 的 总 共有 和 多少 ? 
将 问题 阐述 清楚 十 分 重要 。 我 们 可 以 保证 我 遇 到 的 人 和 他 的 7 个 太太 
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莱茵 德 纸 草书 在 震 有 虽 氛 与 巴 斯 卡 拉 对 排列 组 全 进行 
了 斌 究 
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都 来 自 于 圣 艾 夫 斯 吗 ?在 我 遇 到 他 时 ， 他 的 太太 们 是 不 是 就 在 他 旁 一 
边 呢 ， 或 者 是 在 其 他 地 方 呢 ? 组 合 问题 的 首要 要 求 是 它 的 陈述 必须 太 
非常 清晰 ， 理 解 起 来 不 能 有 任何 歧义 

我 们 假设 “小 猫 、 大 猜 、 布 袋 、 太 太 ” 都 是 从 康 沃 尔 郡 的 这 座 
海滨 小 镇 陪 他 一 路 走 过 来 的 。 那 么 总 共有 多 少 是 来 自 圣 艾 夫 斯 的 ? -一 -一 


石 侧 的 表格 给 了 我 们 一 个 解 。 

1858 年 ， 苏 格 兰 古 文物 研究 者 亚历山大 . 革 苗 德 〈Alexander Rhind) 
在 参观 户 殉 索 时 偶然 遇 到 了 一 张 5 米 长 的 写 满 公元 前 1800 年 左右 的 埃及 数 
学 的 草 纸 。 他 将 它 买 了 下 来 。 一 些 年 之 后 ， 这 张 草 纸 被 大 黄 博 物 馆 获 得 ， 
而 且 饿 翻译 成 了 现代 文字 。 问 题 79 是 一 个 关于 马 、 猫 、 老 鼠 和 小 麦 的 问 
题 ， 该 问题 非常 类 似 于 上 面 的 小 猫 、 大 猫 、 布 袋 和 太太 的 问题 。 他 们 都 涉 
及 了 7 的 短 ， 以 及 相同 的 分 析 方 式 。 组 合 数 学 似乎 拥有 做 外 的 历史 ， 

阶乘 数 队列 问题 向 我 们 引荐 了 组 合 数学 兵器 库 中 的 第 -一 件 武 器 一 
阶乘 数 。 假设 Alan，Brian，Charlotte，David 以 及 Ellie 排 成 了 一 个 队列 

E C 肌 B D 


Ellie 站 在 队 首 ， 接 下 来 分 别 是 Charlotte，Alan，Brian， 而 David 站 在 队 
尾 ， 通 过 改变 这 些 人 的 位 置 可 以 构建 出 其 他 的 队列 ， 财 么 总 共 可 能 有 多 少 
种 不 同 的 队列 呢 ? 


该 计数 问题 的 艺术 在 于 选择 。 对 于 站 在 队 首 的 人 ， 我 们 有 5 种 不 同 的 选 
择 ， 而 一 旦 我 们 将 这 个 人 选 斋 定 ， 那 么 第 2 个 位 置 上 只 剩 下 了 4 个 不 同 的 选 
拌 ， 以 此 类 推 。 当 到 达 队 尾 时 ， 我 们 已 经 别 无 选择 ， 只 能 将 剩 下 的 那个 人 排 
在 那里 。 因 此 ， 总 共有 5x4XxX3x2x1=120 种 不 同 的 队列 。 如 果 我 们 的 队列 
中 有 6 人 个人， 那么 总 共 会 有 6X5Xx4x3Xx2Xx1=720 种 不 同 的 队列 ， 而 如 果 
征 7 个 人 ， 则 总 共有 7X6Xx5Sx4x3x2Xx1=5040 种 不 同 的 队列 。 


1930 年 
柯 克 曼 提出 了 《15 个 费 主 殉 ， 兰 姆 西数 力 于 组 合 雷 一 弄 得 赫 里 { Ray-Chaudhuri ) 和 威 
玄学 生 》 的 问题 数学 的 研究 尔 进 { Wilson ) 证 明了 一 般 柯 克 旱 系统 


的 得 在 
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泣 
ul 


Bn- | 


720 
3 040 
40 320 
362 H80 


一 怪 连续 整数 相 乘 的 结果 称 为 阶乘 数 。 它 们 在 数学 中 的 使 用 非常 频繁， 
我 们 一 般 将 5SX4X3X2X1 写 为 51 ( 读 作 “5 的 阶乘 轨 。 我 们 先 看 一 下 前 几 
个 阶乘 数 的 情况 〈 我 们 将 0! 定义 为 1)。 下 观 地 ， 我 们 发 现 一 些 很 小 的 基数 
却 导 致 了 很 大 的 阶乘 数 。 数 字 n 可 能 很 小 ， 但 是 数字 nn ! 却 可 能 很 大 . 


如 果 我 们 现在 要 构建 的 仍然 是 5 人 队列 ， 但 是 总 共有 8 个 候选 者 ，4， 
B,C, D, E,， FG 以 及 有 可 供 挑 选 ， 分 析 的 方法 几乎 是 完全 相同 。 对 于 
队 首 ， 有 8 种 不 同 的 选择 ， 而 对 于 第 二 个 位 置 ， 则 有 7 种 不 同 的 选择 ， 以 
此 类 推 。 但 是 这 一 次 ， 队 尾 却 有 4 种 不 同 的 选择 。 最 终 可 能 的 队列 数 为 

8XTXOXSX46 720 
这 仍然 可 以 写成 阶乘 数 的 形式 ， 因 为 
3x2x]1 8! 
Sx IxOxSxd=8xTxOxSxdx 二 一 一 
3x2x] 31 
组 舍 ”不同 的 顺序 会 导致 不 同 的 队列 。 以 下 两 个 队列 
C E BA DD D AC E B 
由 相同 的 字母 组 成 ， 但 是 却 是 不 同 的 队列 ， 我 们 已 经 知道 这 些 字母 总 共 可 以 
产生 出 5! 种 不 同 的 队列 。 如 果 我 们 所 感 兴趣 的 是 ， 不 考虑 有 顺序， 从 8 个 人 
中 选择 5 个 人 排 成 队列 ， 总 共有 和 多少 种 不 同 的 选择 方式 ， 那 么 ， 我 们 必须 将 
8x7x6x5x4=6720 除 以 51 。 因 此 ， 从 8 个 人 中 选择 5 个 人 ， 总 共有 
Sx7xoxSx4 、 
EC 种 不 同 的 选择 方式 
我 们 用 符号 C 来 表示 该 组 合 数 ， 记 为 :C,， 并且， 
CC。 = 
3151 
类 国 国家 彩票 的 投注 方式 是 从 49 个 不 同 的 数字 中 选择 6 个 数字 一 一 有 
多 少 种 不 同 的 可 能 性 ? 
4C 49! 49x48x47x46x45x44 
® 4316! OxSxdx3x2x] 
最 终 只 有 一 种 组 合 会 获奖 ， 因 此 拿 到 奖金 的 几率 大 概 等 于 1400 万 分 之 一 ， 


56 


=13 983 816 
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柯 克 曼 问题 “尽管 组 合 数学 是 一 个 很 古老 的 问题 ， 但 是 它 的 研究 领域 却 非常 广泛 ， 在 过 去 的 40 
年 中 ， 由 于 与 计算 机 科学 联系 密切 ， 组 合 数学 取得 了 飞速 的 发 展 。 这 些 问 题 涉及 图 论 、 拉 丁 魔方 以 
及 其 他 可 以 被 认为 属于 现代 组 合 数学 的 问题 。 


组 人 台数 学 的 本 质 ， 是 由 一 名 研究 该 课题 的 硕士 托马斯 " 柯 克 曼 发 现 的 ， 在 他 研究 的 那个 年 代 ， 
组 合 数学 一 直 是 和 娱乐 数学 联系 在 一 起 的 。 柯 克 曼 对 离散 几何 、 群 论 以 及 组 合 数学 都 作出 了 很 多 首 
创 性 的 贡献 ， 但 是 始终 没有 受到 大 学 的 肯定 。 给 他 纯粹 数学 家 的 身份 正名 的 是 一 个 谜 题 ， 人 们 
提起 柯 克 曼 就 会 想到 那个 谜 题 。1850 年 ， 柯 克 曼 提 出 了 “15 个 女 学 生 的 问题 ”: 在 每 周 中 的 每 一 
天 ， 女 生 们 都 会 排 成 5 行 3 列 的 队伍 前 往 教堂 。 如 果 你 已 经 厌烦 了 数 独 ， 那 么 ， 就 尝试 解决 一 下 
这 个 问题 吧 。 我 们 需要 排出 一 个 每 日 的 队列 表 ， 并 且 对 于 其 中 任意 两 个 人 ， 要 保证 她 们 并 排 走 的 
情况 最 多 只 出 现 一 次 。 我 们 故意 用 字母 的 大 小 写 来 区 分 这 些 女 生 ， 她 们 分 别 是 : abigail，beatrice， 
constance, dorothy, emma, frances, grace, Agnes, Bernice, Charlotte, Danielle, Edith, Florence, 
Gwendolyn 以 及 Victoria， 表 示 为 字母 a, b, e, d, e, f, g,; A, B, C, D, E, F, GWUkKY. 


柯 克 曼 问 题 总 共有 7 种 不 同 的 解 ， 我 们 这 里 给 出 的 是 一 个 “循环 解 ” 一 一 它 是 通过 循环 的 方式 
产生 的 。 下 面 的 表格 给 出 了 具体 的 排队 方式 。 


星期 一 星期 四 星期 五 星期 日 
al|AIV|blBIV| cICIVv plv elelv Telv ETGTY 
blE|ID | cIFIE | dlG|IF | elAIG | flBIA |glClB |aD|cC 
中 二 让 叶 全 上 和 本 一 二 民 芷 生生 二 车 二 二 二 半 二 F 

3 a st LD ele se 


这 个 解 被 称 为 “循环 解 ” 是 因为 下 一 天 的 队列 表 总 是 将 前 一 天 的 队列 表 中 的 a 改 成 b，b 改 成 e， 
”直到 d 改 成 a。 对 大 写字 母 也 采用 同样 的 循环 方式 : A 改 成 B，B 改 成 C， 等 等 ， 但 是 V 是 一 下 
不 变 的 。 

使 用 这 些 记号 的 一 个 内 在 原因 是 这 些 队列 中 的 行 对 应 着 法 诺 几 何 〈 见 第 28 章 ) 中 的 边 。 柯 殉 
曼 问题 不 仅 是 一 个 室内 游戏 ， 而 且 还 是 主流 数学 的 一 部 分 。 


组 全 方式 的 多 样 性 
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哈代 曾经 写 到 : “数学 家 就 像 是 画师 或 诗人 ， 他 们 的 职责 就 是 制造 模式 。” 即 使 
以 数学 的 标准 来 评判 ， 仍 可 以 说 幻 方 具有 非常 有 趣 的 模式 .它们 介 于 高 度 符号 化 的 数 
学 和 谜 题 爱好 者 们 所 钟爱 的 迷人 的 模式 之 间 ， 
2] 方 是 一 个 方形 的 表格 ， 其 中 每 个 格 中 都 写 人 了 各 不 相同 的 整数 ， 从 
而 使 得 每 一 行 、 每 一 列 以 及 每 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 相等 。 


从 技术 角度 讲 ， 仅 包含 1 行 1 列 的 方 格 也 是 幻 方 ， 但 是 它们 是 如 此 的 
无 靶 ， 我 们 还 是 忽略 它们 吧 。 包含 2 行 2 列 的 方 格 不 可 能 是 幻 方 。 如 果 存 


在 这 样 的 约 方 ， 我 们 可 以 得 到 图 中 所 示 的 形式 。 由 于 每 行 和 每 列 的 数字 之 
和 都 相等 ， 因 此 有 atb=atc。 这 意味 着 b=c， 与 表格 中 的 所 有 数字 各 不 相同 
相 政 慎 。 


洛 书 方 格 2x2 的 幻 方 不 存在 ， 我 们 接 下 来 看 一 下 3X3 的 方 格 ， 并 且 
尝试 构建 一 个 纠 方 。 我 们 从 标准 幻 方 开始 ， 也 就 是 说 ， 方 格 中 填写 的 数字 
是 1，2，3，4，5，6，7，8 以 及 9。 

对 于 这 样 一 个 小 方 格 ， 可 以 通过 “试验 法 ”构建 出 一 个 3X3 的 幻 方 ， 
但 是 我 们 还 是 先进 行 一 些 推导 ， 以 帮助 我 们 更 快 地 将 它 构建 出 来 。 如 果 我 
们 将 方 格 中 的 所 有 数字 相 加 ， 将 得 到 

[+2+3+4+3+6+7+8+9=45 


这 个 总 和 等 于 方 格 中 每 一 行 数字 之 和 的 总 和 。 也 就 是 说 ， 每 一 行 以 及 每 一 
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传说 党 书 方 格 诞生 于 这 个 时 慢 拉 “。 党 贝尔 (de la Loubere ) 
提出 了 构造 幻 方 的 选 罗 法 


列 、 每 条 对 角 线 ) 上 的 数字 之 和 必须 等 于 15。 现 在 我 们 看 一 下 最 中 间 的 格 


于 一 一 不 妨 称 其 为 c。 中 间 的 1 行 和 中 间 的 1 列 ， 以 及 两 条 对 角 线 都 包含 c。 
如 果 我 们 将 这 4 条 线 上 的 数字 相 加 ， 将 得 到 15+15+15+15=60， 而 这 个 数 必 
然 等 于 所 有 数字 之 和 上 表 加 3 倍 的 c。 根 据 等 式 3c+45=60 可 以 知 到 ，c 必然 等 还 罗 法 对 3x3 
于 5。 我 们 还 可 以 推导 出 一 些 其 他 的 结论 ， 例 如 ， 揭 角 上 的 格子 中 不 能 有 1。 幻 方 的 解答 


根据 这 些 收集 的 线索 ， 再 使 用 试验 法 将 会 变 得 容易 很 区。 试 一 下 吧 ! 

当然 ， 我 们 还 是 更 喜欢 使 用 一 种 完全 对 称 的 方法 来 构建 幻 方 。 其 中 一 
种 方法 是 由 法 国 驻 泰国 大 使 ， 拉 。 洛 见 尔 〈Simon de la Loubére) 于 17 世纪 
晚期 发 现 的 。 拉 ， 洛 贝尔 曾 对 中 国 数学 颇 感 兴趣 ， 他 曾 写 出 了 一 个 构建 拥 
有 奇数 行 / 列 的 约 方 的 方法 。 在 该 方法 中 ， 第 一 步 要 做 的 是 在 第 一 行 中 间 的 
格子 中 写 人 1， 然 后 对 其 后 的 数字 ， 按 如 下 方式 写 人 方 格 中 ; 将 当前 数字 的 
下 一 个 数字 写 入 它 右上 方 的 格子 中 ， 如 果 该 格子 超出 了 方 格 的 范围 ， 则 将 
它 转 回 方 格 中 。， 如 果 该 格子 中 已 经 写 人 了 数字 ， 则 将 它 写 人 当前 格子 下 方 
的 格子 中 。 

事实 上 ， 该 标准 幻 方 是 唯一 的 3X3 幻 方 。 其 他 所 有 的 3x3 幻 方 都 可 
以 通过 将 该 约 方 中 的 数字 党 中 心 旋转 ， 或 者 将 中 间 一 行 和 中 间 一 列 中 的 数 
字 必 镜像 反射 亚 换 得 到 。 该 约 方 被 称 为 “ 洛 书 ” 约 方 ， 闻 名 于 公元 前 3000 
年 的 中 国 。 传 说 该 幻 方 第 一 次 被 人 们 看 到 是 在 洛 河 (Lo River) 中 的 一 只 乌 
他 的 形 上 上。 当地 人 将 其 看 作 是 来 上 月 于 欢 神 仙 的 指示 ， 如 果 他 们 不 增加 祭礼 
的 供品 ， 那 么 他 们 将 难 逃 一 场 疗 疫 之 灾 


如 果 仅 有 一 个 3Xx3 约 方 ， 那 么 总 共有 多 少 种 不 同 的 4X4 约 方 ? 答案 
今 人 吃惊， 总 共有 880 种 不 同 的 4 阶 幻 方 (而 且 ， 我 们 也 已 经 知道 ， 总 共 
有 2 202 441 792 种 不 同 的 5 阶 幻 方 )。 但是， 对 于 一 般 的 nn 阶 幻 方 ， 我 们 给 
不 出 一 个 表示 其 数量 的 公式 。 

杜 勒 及 富 兰 死 林 幻 方 ” 洛 书 约 方 由 于 其 年 代 和 唯一 性 而 半 名 于 世 ， 另 外 


1693 年 1770 年 1986 年 
弗 兰 尼克 尔 【Bernard Frenicle 欧 拉 技 出 了 一 个 平方 妃 方 Sallows 创作 出 了 由 字母 构造 的 
de Bessy ) 列 出 了 所 有 880 种 约 方 


4xd4 约 方 
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一 个 4Xx4 约 方 由 于 和 某 个 著名 艺术 家 之 间 的 关系 而 备 受 瞩 目 。 将 该 幻 方 进 
行 一 系列 的 变换 ， 可 以 构造 出 所 有 的 880 个 4X4 幻 方 ， 除 此 之 外 ， 它 还 具有 非 
前 多 的 性 质 。 这 是 杜 勒 在 1514 年 的 雕刻 作品 《忧郁 症 》 中 所 给 出 的 4X4 约 方 。 


在 杜 勒 幻 方 中 ， 所 有 行 的 数字 之 和 为 34， 另 外 所 有 列 、 对 和 骨 线 ， 以 及 
组 成 该 4X4 方 格 的 2X2 小 方 格 中 的 数字 之 和 也 是 34。 村 勒 甚 至 设法 将 其 
完成 的 年 份 刻 在 了 这 个 杰作 最 后 oe 


美国 科学 家 和 政治 家 本 杰 明 .富兰克林 发 现 构 造 幻 方 是 一 个 锻炼 思维 
的 好 方法 。 他 对 此 非常 擅长 ， :家 们 仍然 不 清楚 他 是 如 何 做 到 
这 些 的 ， 因 为 大 的 幻 方 靠 运气 是 不 可 能 构造 出 来 的 。 厚 兰 克 林 承 认 儿 时 曾 
在 % 方 上 花费 了 相当 多 的 时 间 ， 尽 管 那 时 他 对 “算术 ”还 不 是 很 清楚。 届 
下 便 是 一 个 他 在 儿 时 发 现 的 幻 方 。 

这 个 标准 幻 方 包 含 了 所 有 种 类 的 对 称 。 所 有 的 行 、 列 、 
对 角 线 以 及 “折线 ”( 图 中 被 强调 的 部 分 ) 上 的 数字 之 和 都 
年 260。 你 还 可 以 在 其 中 发 现 很 多 其 他 的 东西 一 一 比如 ， 最 中 


> 5 中 外间 35124 | 心 的 2X2 方 格 中 的 数字 ， 加 上 4 个 拐角 上 的 数字 ， 结 果 也 等 
| 8 | 31 | 34 | 47 | 于 260。 仁 细 观 察 -- 下 ， 你 还 会 发 现 ， 对 于 所 有 的 2X2 方 格 ， 
让 ee 32 17 | 有 一 个 非常 有 趣 的 结果 ， 

平方 纠 方 ” 某 些 幻 方 是 由 一 些 平 方 数组 成 的 。 构 造 这 类 幻 方 的 问题 是 
由 法 国 数学 家 区 得 混 . 卢 卡 斯 ‘(Edouard Lucas) 于 1876 年 提出 的 。 到 现在 
为 止 ， 还 没有 发 现 一 个 3X3 的 平方 幻 方 ， 尽 管 有 一 个 已 经 非常 接近 了 。 

六 个 方 格 的 所 有 行 、 列 以 及 其 中 一 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 都 等 
21 609， 但 是 男 一 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 却 等 于 1272+11324+972-38 307。 
末 你 目 己 想 尝试 找 出 一 个 这 样 的 幻 方 ， 你 应 当 牢 记 下 面 这 条 已 经 证 明了 的 
结果 : 中 心 格子 中 的 数字 必须 大 于 2.5x 105， 因 此 ， 你 不 可 能 技 到 一 个 由 
较 小 的 数字 组 成 的 平方 幻 方 。 这 是 一 个 严肃 的 数学 问题 ， 它 涉及 椭圆 曲线 
(被 用 于 证 明 费 马 大 定理 )。 另 外 还 有 人 证 明了 了， 不 存在 由 立方 数 或 四 次 方 
数 构成 的 3X3 幻 方 。 

然而 ， 人 们 在 更 大 的 幻 方 中 成 功 地 找到 了 这 种 平方 幻 方 。4xX4 和 5X5 
的 平方 幻 方 确实 是 存在 的 。1770 年 ， 欧 拉 展 示 了 一 个 这 样 的 例子 ， 但 是 没 
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有 提供 构造 的 方法 。 后 来 ， 人 们 发 现 这 个 幻 方 家 族 和 四 元 数 代数 ， 即 四 维 
虚数 是 有 密切 联系 的 。 

柯 异 幻 方 ” 大 的 幻 方 可 能 会 拥有 些 令 人 惊叹 的 性 质 。 幻 方 专家 威廉 ， 
本 条 和 曾 构 造 出 一 个 32X32 的 数字 阵列 ， 该 阵列 中 的 数字 、 它 们 的 平方 以 及 
它们 的 立方 都 构成 了 约 方 。2001 年 ， 有 人 构造 出 了 一 个 1 024X1 024 的 数字 
阵列 ， 其 中 的 元 素 从 1 次 顺 到 5 次 寡 都 构成 幻 方 。 还 有 很 多 类 似 的 结果 。 

如 来 条 件 答 放宽， 我 们 还 可 以 构造 出 其 他 各 种 各 样 的 幻 方 。 标 准 幻 方 
- 直 是 幻 方 的 主流 。 如 果 去 掉 对 角 线 上 的 数字 之 和 必须 等 于 行 / 列 上 的 数字 
之 和 这 一 条 件 ， 那 么 满足 条 件 的 情况 也 太 多 了 。 我 们 可 以 寻找 仅 由 质数 构 
成 的 约 方 ， 或 者 考虑 其 他 的 形状 ， 要 求 它们 也 拥有 “魔幻 的 性 质 *。 另 外 ， 
我 们 还 可 以 将 其 扩展 到 更 高 维 中 ， 从 而 产生 出 幻 立 方 和 幻 超 立方 。 

但 是 ,“ 最 了 不 起 的 幻 方 ” 的 奖 童 一 定 绿 颁发 给 某 个 性 质 非常 奇特 的 
多 方 ， 该 约 方 是 一 个 3X3 的 简单 幻 方 ， 由 荷兰 电子 工程 师 和 语言 大 师 Lee 
Sallows 发 现 。 


two 
twenty-five 


然后 数 出 每 个 单词 所 包含 的 字符 数 ， 并 将 其 写 到 下 面 的 方 格 中 。 

车 齐 司 

7 | 3 

6 |; 10 
这 下 便 可 以 看 到 它 的 非凡 之 处 了 ， 这 个 从 3 到 1 之 间 的 连续 数字 构成 了 一 
个 新 的 约 方 。 我 们 同时 也 发 现 ， 这 两 个 3X3 幻 方 的 行 / 列 之 和 (21 和 45) 
都 包含 9 个 字符 ， 并 且 恰 好 等 于 3Xx3. 


2 子 的 “法 术 - 
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有 鸡 功 i 


最 近 几 年 ， 数 独 在 全 世界 都 非常 盛行 在 每 块 大 陆 上 ， 都 有 很 多 人 正 咬 着 笔 闵 
一 二 个 个 表格 冥 因 苦 想 ， 等 待 着 灵光 一 现 的 时 刻 到 来 ， 从 而 可 以 把 正确 的 数字 站 
CR | 入 那些 格子 中 。 是 填 人 4， 还 是 填 人 s 呢 ?或 者 应 该 填 人 9、 那 此 
| 早晨 乘坐 火车 去 上 班 的 人 们 ， 在 车 上 思索 这 些 表格 所 耗费 的 及 
| | 力 ， 其 至 超过 他 们 在 一 天 余下 的 时 间 中 所 耗费 的 脑力 。 在 做 晚 
轩 | 扬 的 时 候 ， 他 们 也 经 常 由 于 过 于 投 人 而 将 饭 孝 糊 ， 到 底 应 该 中 
5， 是 4， 还 是 7 呢 ? 所 有 这 些 人 都 在 思考 拉丁 方 阵 _ 一 他 们 正在 
成 为 数学 家 


将 数 独 解 开 在 数 独 中 ， 给 定 一 个 9X9 的 方 格 ， 我 们 要 做 的 是 将 数字 
填 进 去 。 方 格 中 已 经 给 出 了 - 些 数 字 ， 我 们 要 以 它们 为 线索 ， 将 剩 下 的 数 
字 写 出 来 。 万 格 中 的 每 一 行 和 每 一 列 ， 以 及 每 一 个 3X3 的 子 方 格 ， 邵 应 该 
全 包含 1，2，3…9 这 9 个 数字 中 的 人 

- 般 认为 ， 数 独 (意思 是 “ 里 一 的 数字 ”) 是 20 世纪 70 年 代 晚 期 被 发 
明 出 来 的 。 它 于 20 世纪 80 年 代 开 始 在 日 本 流行 ， 到 200s 年 ， 已 经 席卷 了 
整个 世界 。 这 些 谜 题 的 魅力 在 于 ， 它们 不 像 纵 横 字 谜 那样 对 词汇 量 有 很 高 
中 过 求 ， 但 是 和 纵横 字谜 一 样 让 人 欲罢不能 。 它 们 之 间 有 着 很 多 的 共同 点 ， 
可 以 说 ， 对 它们 的 着 迷 都 是 基 种 形式 的 自我 折 麻 . 

3x3 拉 于 方 阵 如 沫 一 个 方 阵 中 的 符号 数 等 于 它 的 行 / 列 数 ， 那么 
这 个 方 阵 被 称 为 拉丁 方 阵 ， 方 阵 中 的 符号 数 ， 印 该 方 阵 的 大 小 ， 称 为 它 的 


公元 1779 年 


欧 拉 对 拉丁 方 阵 的 理论 进行 了 探索 塔 里 证 明了 不 存在 6 阶 正 
交 拉丁 方 阵 
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“ 阶 ”。 我们 是 否 可 以 在 一 个 3X3 的 空 | | 方 阵 中 十 人 符号 ， 从 而 使 得 每 一 行 
和 每 一 列 都 包含 a、b、c 3 个 符号 ， 如 于 可 以 的 话 ， 该 方 阵 便 是 一 个 3 阶 的 
拉丁 方 阵 。 


欧 拉 在 介绍 拉丁 方 阵 这 个 新 概念 时 ， 将 其 称 为 “ -种 新 的 幻 方 ”。 但 
是 ， 和 幻 方 不 同 的 十， 拉丁 方 阵 和 算术 没有 任何 的 关系 ， 其 中 的 符号 也 不 
_ 定 是 数字 。 它 之 所 以 被 称 为 拉丁 方 阵 ， 是 四 为 其 中 所 填写 的 符号 都 来 目 
于 拉丁 字母 表 ， 而 欧 拉 在 其 他 方 阵 中 使 用 的 是 希腊 字 苹 。 

3X3 的 拉丁 方 阵 是 很 容易 与 出 来 的 : 

如 果 a、b、c 分 别 表 示 星 期 一 、 星期 三 和 星期 五 ， 那么 这 个 方 阵 可 以 
娄 作 两 组 人 员 的 会 议 日 程 表 。 第 一 组 由 Larry、Mary 和 Nancy 组 成 ， 而 第 
一 组 由 Ross、Sophie 和 Tom 组 成 。 


例如 ， 第 一 组 的 Mary 和 第 二 组 的 Tom 在 星期 一 有 一 次 会 议 (M 行 相 
T 询 的 交点 为 a= 星期 一 )。 该 拉丁 方 阵 日 程 表 保 证 了 两 组 成 员 之 间 两 两 稳 
会 有 一 次 会 议 ， 而 且 不 会 有 日 程 上 的 冲突 。 


注 并 不 是 唯一 可 能 的 3X3 拉丁 方 阵 。 假设 4、8、C 分 别 表示 两 组 在 
会 议 上 讨论 的 主题 ， 我 们 可 以 构造 出 男 一 个 拉丁 方 阵 ， 使 得 每 个 人 和 为 外 
组 中 的 所 有 人 讨论 的 都 是 不 同 的 主题 ， 


因此 ， 第 一 组 的 Mary 将 和 Ross 谈论 主题 C， 相 Sophie 谈论 主题 4， 
而 和 Tom 谈论 主题 B。 


但 是 ， 讨 论 将 在 何 时 举行 ， 在 什么 人 之 间 进 行 ， 以 及 讨论 的 主题 是 什 
入 ? 如 何 用 日 程 表 表 示 出 这 些 复杂 的 组 织 关系 ? 幸运 的 是 ， 通过 将 这 两 个 
拉丁 方 阵 中 的 数字 放 在 一 起 ， 可 以 将 它们 合成 .个 复 台 拉丁 方 阵 ， 其 中 ， 
日 期 和 主题 之 间 总 共有 9 种 不 同 的 配对 ， 而 这 9 种 配 对 正好 分 布 在 方 阵 中 9 
个 不 同 的 格子 里 。 


1960 年 1979 年 


费 希 尔 提出 使 用 拉丁 方 阵 来 欧 拉 关于 正 交 拉丁 方 阵 不 存在 的 捕 想 数 独 类 游戏 在 纽约 被 发 明 出 来 
设计 统计 学 试验 被 玻 斯 、 帕 克 和 西里 克 汉 特 证 伪 
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历史 上 ， 还 有 人 曾 用 “9 军官 问题 ”对 拉丁 方 阵 进 行 解释 。 有 9 个 官 
员 ， 他 们 属于 不 同 的 编队 a，b5，c， 而 他 们 的 军 衡 也 各 不 相同 ， 分 别 为 4， 
B，C。 现 在 ， 要 把 他 们 排 成 一 个 阅兵 队伍 ， 并 且 要 求 每 一 行 和 每 一 列 中 都 
包含 来 自 于 所 有 编队 、 所 有 军衔 的 军官 。 具 有 这 种 关系 的 拉丁 方 阵 被 称 作 
是 “ 正 交 ”的 。3X3 的 正 交 拉丁 方 阵 是 非常 容易 寻找 的 ， 但 是 寻找 更 大 的 
正 交 拉丁 方 阵 对 却 是 非常 困难 的 。 这 也 是 欧 拉 的 一 项 研究 发 现 。 


对 于 4X4 拉 丁 方 阵 的 情况 ， 我 们 有 一 个 类 似 的 “16 军官 问题 ”: 将 扑 
克 牌 中 的 16 张 宫廷 牌 摆 放 到 一 个 4X4 的 方 了 泗 中 ， 要 求 每 一 行 和 每 一 列 的 
4 张 牌 都 具有 不 同 的 点 数 (A，K，Q，J) 和 花色 ( 红 桃 ， 黑 桃 ， 梅 花 ， 方 
片 )。1782 年 ， 欧 拉 提 出 了 一 个 类 似 的 “36 军官 问题 ”。 事 实 上 ， 他 是 在 寻 
找 2 个 6 阶 的 正 交 拉丁 方 阵 。 但 是 他 始终 没 能 找到 它们 ， 由 此 他 猜想 ， 不 
存在 阶 为 6，10，14，18，22… 的 正 交 拉丁 方 阵 。 这 个 结论 可 以 被 证 明 吗 ? 


一 个 名 叫 加 斯 顿 ， 特 瑞 (Gaston Tary) 的 业余 数学 家 取得 了 一 些 进展 ， 
他 是 阿尔 及 利 亚 的 一 各 公务 员 。 他 在 1900 年 对 所 有 的 例子 进行 了 仔细 地 审查 ， 
从 而 验证 了 欧 拉 猜 想 的 其 中 一 种 情况 : 不 存在 阶 为 6 的 正 交 拉丁 方 阵 。 数 学 家 
们 很 自然 地 认为 ， 欧 拉 猜 想 在 10，14，18，22 等 其 他 情况 下 也 是 正确 的 。 


1960 年 ， 在 三 位 数学 家 的 共同 努力 下 ， 欧 拉 猜 想 被 证 明 在 其 他 所 有 情 
况 下 都 是 不 成 立 的 ， 这 震惊 了 当时 的 数学 界 。 玻 斯 (Raj Bose)、 欧 内 斯 特 。 
帕克 (Ernest Parker) 以 及 西里 克 汉 特 (Sharadchandra Shrikhande) 证 明了 
阶 为 10，14，18，22 的 正 交 拉丁 方 阵 是 存在 的 。 拉 丁 方 阵 不 存在 的 唯一 情 
况 《〈《 除 阶 为 1 和 2 这 两 种 没有 意义 的 情况 之 外 ) 是 阶 为 6。 


我 们 已 经 看 到 ， 有 2 个 互相 正 交 的 3 阶 拉 丁 方 阵 。 对 于 4 阶 的 情 次 ， 
我 们 可 以 构造 出 3 个 互相 正 交 的 拉丁 方 了 泗 。 可 以 证 明 ， 对 于 阶 为 n 的 情况 ， 
最 多 只 能 有 n-1 个 互相 正 交 的 拉丁 方 阵 ， 例 如 ， 到 目前 为 止 ， 如 n=10， 
那么 最 多 只 能 有 9 个 互相 正 交 的 拉丁 方 阵 。 找 到 这 些 方 阵 是 非常 困难 的 。 
迄今 为 止 ， 甚 至 还 没有 大 能 构造 出 3 个 互相 正 交 的 10 阶 拉丁 方 阵 。 


拉丁 方 阵 有 用 吗 ”杰出 的 统计 学 家 R.A. 费 希 尔 发 现 了 拉丁 方 阵 的 实际 
应 用 价值 。 在 英国 赫 特 福 德 各 的 洛桑 研究 所 (Rothamsted Research Station ) 


工作 时 ， 他 曾 使 用 它们 对 农业 方法 进行 改 蛙 。 

费 希 尔 的 研究 目标 是 肥料 对 农作物 产量 的 影响 。 在 理想 情况 下 ， 我 们 
希望 在 同等 的 土壤 条 件 下 种 植 农 作物 ， 从 而 将 土壤 因素 的 影响 排除 挥 。 然 
后 ， 我 们 便 可 以 放心 地 施加 各 种 肥料 ， 因 为 我 们 知道 “讨厌 ”的 土壤 质量 
因素 已 经 被 排除 在 外 了 。 保 证 同等 土壤 条 件 的 唯一 办 法 是 使 用 完全 相同 的 
十 壤 一 但 是 实际 中 ， 我 们 是 不 可 能 将 农作物 控 出 然后 重新 种 植 的 。 即 使 
我 们 可 以 做 到 这 一 点 ， 不 同 的 天 气 状 况 又 会 成 为 新 的 影响 因 和 又。 

一 种 解决 办 法 是 使 用 拉丁 方 阵 。 让 我 们 看 一 个 对 4 种 肥料 进行 测试 的 
例子 。 如 果 我 们 将 一 块 田地 划分 成 16 块 区 域 ， 那么 我 们 便 可 以 用 一 个 拉丁 
方 阵 来 描述 这 块 田 地 ， 其 中 ， 土 壤 质量 在 水 平方 向 和 竖 直 方向 上 都 在 变化 。 


饮 后 ， 我 们 将 4 种 肥料 进行 随机 地 施加 ， 其 施加 方式 标记 为 图 中 的 
4，b，c，d。 同 时 我 们 保证 每 一 行 和 每 一 列 中 都 施加 了 4 种 不 同 的 肥料 ， 
其 目的 是 除去 土壤 质量 变化 的 影响 。 如 果 我 们 担心 万 -个 因素 也 会 影响 
农作物 的 产量 ， 那 么 可 以 通过 同样 的 方式 对 其 进行 处 理 。 假 如 我 们 认为 一 
天 中 施肥 的 时 间 是 一 个 影响 因素 ， 那 么 我 们 就 标 出 4 个 时 间 段 来 ， 分 别 是 
4，B8，C，D， 并 且 设 计 出 一 个 正 交 拉丁 方 阵 的 方案 来 收集 数据 。 这 你 证 
了 每 一 种 肥料 和 时 间 的 配对 都 出 现在 了 划分 好 的 田地 当中 ， 实验 的 设计 方 
案 如 图 所 示 。 


b, 时 间 段 C 


C, 时 间 段 tC 
d, 时 间 段 4 


c, 时 间 段 8 


b, 时 全 段 8 
a, 时 间 上 D 


d 时 间 段 C qa, 时 间 段 召 ,时间 段 4 
c, 时 间 段 4 bh, 时间 段 D 


通过 更 加 精细 的 拉丁 方 阵 设计 方案 ， 可 以 将 其 他 影响 因素 进一步 地 排 
除 。 欧 拉 肯 定做 梦 都 没有 想到 ， 他 的 军官 问题 的 解决 方案 被 应 用 到 了 农业 
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话 曼 是 一 位 自行 车 高 级 销售 . 他 把 让 所 有 人 都 骑 上 自行 车 视 为 自己 的 使 命 ， 因 
此 ， 当 一 名 顾客 走 人 他 的 商店 ， 并 上 且 不 假 思索 地 购买 了 - 辆 99 英 镑 的 自行 车 时 ， 他 的 
心中 充满 了 欣喜 。 那 位 顾客 用 一 张 150 英 镑 的 支票 进行 支付 由 于 当时 银行 已 经 关门 
了 ， 诺 曼 只 好 向 他 的 邻居 兑现 。 他 回来 以 后 . 给 了 顾客 51 英 镑 的 找 零 ， 而 后 顾客 便 骑 
车 而 去 。 然而， 不 幸 的 事 马上 发 后 了 ， 该 支票 被 银行 退回 了 ， 因 此 ， 邻 居 要 求 诺 曼 将 
现金 进 回 来 ， 诺 曼 只 好 又 跟 一 个 朋友 借 了 这 笔 钱 这 辆 自行 车 的 成 本 是 79 英 镑 ， 诺 曼 
总 共 损 失 了 多 少 钱 呢 ? 


这 个 小 迹 题 是 由 伟大 的 迹 题 制造 者 亨利 。 过 德 尼 提 出 的 。 它 是 一 种 爹 
钱 数学 ， 更 确切 地 说 ， 是 一 个 和 金钱 相关 的 谜 题 。 它 向 人 们 展示 了 金钱 和 
时 间 的 依赖 关系 ， 以 及 通货 膨胀 的 存在 和 作用 。 该 谜 题写 于 20 世纪 20 年 
代 ， 迪 德 尼 的 自行 车 实际 上 只 花费 了 顾客 15 英镑 ， 对 抗 通货 膨胀 的 方法 是 
为 金钱 设置 利息 。 这 是 一 个 严 间 的 数学 问题 ， 涉及 现代 金融 市 场 领域 . 


复 利 利息 有 2 种 形式 ， 单 利 和 复 利 。 我 们 首先 将 数学 的 聚光灯 投向 

末 兄 种， 复 利 。 查 理 和 单 利 , 西蒙 。 他 们 的 父亲 给 了 他 们 每 个 人 1 000 英 
镑 ， 他 们 将 这 笔 钱 都 存 到 了 银行 里 。 复 利 。 查理 总 是 选择 复 利 的 计 息 方式 ， 
而 单 利 " 西蒙 则 比较 保守 ， 他 更 倾向 于 单 利 的 计 息 方式 。 历史 上 ， 复 利 曾 
生 被 看 成 是 高 利 贷 ， 因 此 遭 到 很 多 反对 。 而 如 今 ， 复 利 在 日 常生 活 中 已 
经 随处 可 见 ， 它 在 现代 货币 系统 中 占据 着 中 心地 位 。 复 利 是 一 种 利 滚 利 的 


已 比 伦 人 使 用 16 进 制 数 来 请 卡 * 帕 错 利 溉 表 了 一 个 
处 理财 政事 务 财务 表 和 一 个 复式 簿 记 
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计 息 方式 ， 这 也 是 查理 钟爱 它 的 原因 。 单 利 并 不 具备 此 性 质 ， 它 始终 都 是 
在 本 合 上 计算 的 。 西蒙 可 以 很 容易 地 理解 这 一 点 ， 这 些 本 人 金 每 一 年 获得 的 
利息 都 是 相同 的 。 
怎 当 谈 及 数学 ， 有 爱 因 斯 坦 在 旁边 总 是 有 益 的 一 但是， 他 的 那 句 宣 
= « 复 利 是 人 类 历史 上 最 伟大 的 发 现 ” 有 点 过 于 牵强 了 。 不 
可 天 认 ， 计 算 复 利 的 公式 比 他 的 相对 论 公式 E=mc? 更 加 实用 ， A = Px ( 1 4 让 
加 1 果 你 要 存 钱 、 借 钱 、 使 有 信用卡、 进行 抵押 或 者 购买 年 金 ， 


复 利 公式 都 在 悄悄 地 为 你 〈 或 针对 你 ) 工作 。 公 式 中 的 符号 代 复 利 公式 
表 什么 ? PP 代 表 本 金 (你 存 人 或 借 出 的 款额 )， i 代表 百 分 利 率 ， 而 代表 时 
间 段 。 


杏 理 在 账户 中 存 和 人 了 1 000 英镑 ， 其 年 利率 为 7%。 三 年 后 ， 他 的 账户 
中 将 有 多 少 钱 ? 这 里 ，P=1 000，i=0.07，n=3。 符号 4 表示 最 终 的 本 息 和 |， 
根据 复 利 公式 ， 可 以 算出 4=1 225.04 英镑 。 

西蒙 的 存款 账户 利率 也 是 7%， 不 过 是 单 利 。3 年 之 后 他 的 本 息 和 是 多 
少 ? 在 第 一 年 中 ， 他 可 以 获得 70 英镑 的 利息 ， 而 第 -年 和 第 三 年 获得 的 
利息 也 是 这 个 数 ， 因 此 ， 他 总 共 获 得 210 英镑 的 利明 ， 最 终 的 本 息 和 为 
1 210 英镑 。 可 见 ， 查 理 的 投资 方式 更 具 商 业 价 值 。 


在 复 利 情况 下 ， 本 息 和 的 增长 速度 可 能 会 非常 快 。 如 果 你 是 在 存款 ， 
文 将 是 一 条 好 消息 ， 但 是 如 果 你 是 在 从 于， 它 就 变 成 一 条 坏 消 息 了 。 复 利 
的 一 个 关键 因素 是 计算 利息 的 周期 ， 查理 听 说 了 另 一 种 复 利 方案 ， 其 利 奶 
为 每 周 1%， 即 1 英镑 可 以 获得 1 便 -的 利息 。 这 种 方案 可 以 给 他 带 来 多 少 
回报 ? 


西蒙 认为 他 知道 答案 : 他 觉得 应 该 是 将 利率 1% 乘 以 52 ( -年 中 的 星 
期 数 )， 即 年 利率 为 52%。 这 意味 着 可 以 获得 520 英镑 的 利明 ， 即 本 息 和 为 
1 520 英镑 。 但 是 ， 查 理 提醒 他 ， 得 利 并 不 是 这 么 简单 ， 要 从 复 利 的 计算 公 
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式 人 手 。 根 据 P=1 000，i=0.01， 以 及 n=52， 但 理 计 算出 实际 的 本 息 和 应 该 
为 1000X (1.01) ”。 通 过 计算 器 ， 他 得 出 最 终 的 结果 是 1 677.69 英镑 ，| 
单 利 。 西 蒙 算出 的 结果 大 很 多 .。 碍 理 算 出 的 等 效 年 利率 是 67.769%， 这 也 比 
西蒙 算出 的 52% 大 很 多 . 


四 喜 对 此 留 下 了 深刻 的 印象 ， 但 是 他 的 钱 已 经 存在 了 单 利 账户 中 。 他 
想 要 知道 ， 多 久之 后 ， 他 1 000 喘 镑 的 本 金 会 翻 一 售 。 他 每 年 都 会 获得 70 
炎 镑 的 利息 ， 因 此 他 需要 做 的 只 是 将 1 000 除 70。 答案 是 14.29， 也 就 是 
多，15 年 后 ， 他 在 银行 中 的 存款 肯定 能 超过 2 000 英镑 。 他 确实 要 等 相当 
长 的 时 间 。 为 了 显示 复 利 的 优越 性 ， 查理 也 打算 算出 其 本 金 翻 倍 所 需要 的 
时 间 。 这 个 计算 有 点 复杂 ， 但 是 . -个 朋友 告诉 了 他 72 法 则 。 

72 法 则 ”对 于 某 个 给 定 的 百分率 ，72 法 则 是 一 条 用 于 估计 金钱 翻 倍 所 
需 时 间 的 经 验 法 则 . 尽管 查理 所 感 兴趣 的 时 间 单 位 是 年 ， 但 是 7? 法 则 可 以 
问 样 应 用 于 月 和 日 。 要 得 到 金钱 翻 倍 的 周期 ， 查理 所 有 要 做 的 就 是 用 72 除 
以 利率 ， 即 72/7=10.3， 因 此 ， 会 理 可 以 跟 他 的 弟弟 说 ， 他 的 投资 将 在 11 年 
内 翻 倍 ， 比 西蒙 的 15 年 快 很 多 。 这 只 是 一 条 近似 法 则 ， 但 是 当 我 们 需要 很 
快 地 做 出 决定 时 ， 它 是 非常 有 用 的 。 

现 值 ”查理 的 父亲 被 儿子 的 商业 头脑 深 深 触 动 了 ， 他 把 查理 拉 到 一 边 
对 他 说 :“ 我 打算 给 你 100 000 英镑 。” 查理 听 了 十 分 兴奋 。 但 是 他 的 父亲 又 
增加 了 一 个 条 件 ， 只 有 当 他 到 了 45 岁 以 后 ， 他 的 父亲 才 会 把 钱 交 给 他 ， 这 
可 要 等 上 十 年 。 查 理 因 此 不 再 那么 高 兴 了 。 

查理 现在 就 想 用 到 这 笔 钱 ， 但 是 显然 他 做 不 到 。 他 来 到 银行 ， 并 向 他 
们 许诺 ， 他 将 在 10 年 后 拥有 100 000 英镑 ， 银行 回复 说 ， 时 间 就 是 金钱 ， 
10 年 后 的 100 000 英镑 跟 现在 的 100 000 器 馆 可 是 两 码 事 。 银 行 需要 估计 由 
现在 投资 多 少 钱 则 10 年 后 会 变 成 100 000 英镑 ， 这 是 他 们 准备 借贷 给 查理 
的 款额 。 银 行 相 信 12% 的 利率 会 给 他 们 带 来 不 错 的 收益 。 以 12% 的 利率 计 
算 ， 本 金 为 多 少时 ， 可 以 在 10 年 后 获得 100 000 英镑 的 本 息 和 ? 对 于 这 个 
问题 ， 我 们 同样 可 以 使 用 复 利 公式 。 这 次 ， 给 定 4=100 000 英镑 ， 我 们 需 
安 计 算 的 是 4 的 现 值 P。 根 据 n=10， 以 及 j=0.12， 银行 贷 给 查理 的 款额 为 
100 000/1.12 =32 197.32 英镑 得 理 被 这 人 么 小 的 数字 震惊 了 ， 但 是 他 仍然 可 
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以 用 这 笔 钱 去 购买 那 辆 新 保时捷 。 
如 何 处 理 定 期 存 焉 ”既然 查理 的 父亲 已 经 承诺 10 年 后 给 他 100 000 英 
链 ， 那 么 他 就 需要 将 这 笔 钱 鬼 起 来 。 他 打算 在 10 年 中 的 每 个 年 未 存 人 等 额 
的 钱 . 到 了 第 10 年 的 年 末 ， 他 便 可 以 将 这 笔 钱 交 给 查理 ， 然 后 查理 便 可 以 
用 这 笔 钱 来 偿还 银行 贷款 。 
查理 的 父亲 找到 了 一 种 存款 账户 ， 该 存款 账户 在 10 年 中 年 利率 ,tn 
都 是 8%。 他 让 查理 帮 他 计算 出 年 存款 额 。 查 理 之 前 用 复 利 公式 时 ， S= 民 x ((1 + Ph) ~ 1) 


他 只 需 考 虑 一 个 人 存 秋 额 (原始 本 金 )， 但 是 ， 他 现在 要 考虑 的 是 不 同 L 
时 间 内 存 人 的 10 次 存款 。 假 设 利率 是 i， 每 个 年 末 定 期 存 入 的 款额 定期 支付 公 


为 RR 则 年 之 后 账户 中 的 总 额 可 以 根据 定期 支付 公式 来 计算 。 


查理 知道 $= 100 000 英镑 ，n = 10， 以 及 i=0.08， 他 由 此 算出 了 R= 
6 902.95 。 


既然 查理 已 经 拥有 了 他 的 新 保时捷 ， 他 现在 需要 的 是 一 个 停放 它 的 
车 库 。 查 理 决 定 以 按揭 的 方式 购买 一 座 300 000 英镑 的 房屋 ， 他 需要 在 25 
年 中 以 等 额 偿 还 的 方式 将 这 笔 钱 还 清 。 他 意识 到 这 个 问题 是 一 个 现 值 为 
300 000 丑 银 的 定期 支付 问题 ， 因 此 ， 他 很 容易 地 算出 了 每 年 需 偿还 的 款 
额 。 他 的 父亲 上 表 一 次 被 触动 了 了， 他 打算 继续 利用 查理 在 这 方面 的 能 力 。 他 
刚刚 收 到 了 一 笔 150 000 英镑 的 一 次 性 退休 金 ， 并 且 打 算 用 它 来 购买 一 份 年 
金 .“ 没 问题 , ”查理 说 ,“ 我 们 可 以 使 用 相同 的 会 式 ， 因 为 它们 的 数学 原理 
是 一 样 的 。 不同 的 是 ， 按 揭 公 司 把 钱 给 我 ， 我 以 分 期 付款 的 方式 偿还 ， 而 
这 次 是 你 把 钱 给 他 们 ， 他 们 以 分 期 付款 的 方式 向 你 支付 。” 


顺便 说 一 下 ， 享 利 . 迪 德 尼 (Henry Dudeney) 的 迹 题 答案 是 130 英镑 ， 
其 中 的 $1 英镑 是 诺 曼 找 给 顾客 的 ， 另 外 的 79 商 镑 是 他 购买 月 行车 的 成 本 。 
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饮食 问题 


塔 尼 刀 ， 史 密斯 十 分 注重 锻炼 ， 她 每 天 都 去 健身 房 ， 并 且 非 常 严格 地 控制 着 她 的 
饮食 。 塔 尼 禾 以 兼职 的 方式 养活 自己 。 她 的 工作 是 观察 钱 的 流向 。 对 她 来 说 ， 每 个 月 
摄取 适量 的 矿物 质 和 维生素 以 保持 舒适 和 健康 是 最 重要 的 事情 、 饮食 量 是 由 她 的 教练 
次 定 的 .教练 建议 未 来 的 奥运 会 冠军 们 每 个 月 至 少 应 当 报 人 120 毫克 的 维生素 和 880 
毫 苑 的 矿物 质 。 为 了 确保 塔 尼 娅 遵循 这 个 指示 。 她 的 食物 主要 包括 两 部 分 。 第 一 部 分 
下 图 体形 式 的 食物 ， 我 们 将 其 称 为 “Solido"， 而 另 一 部 分 是 液体 形式 的 食物 ， 我 们 糙 
其 称 为 “Liquex”。 她 的 问题 是 要 决定 每 个 月 中 这 两 种 食物 分 别 需要 购买 多 少 . 才能 
达到 教练 的 要 求 . 


皮 典 饮食 问题 是 设计 出 一 种 价位 最 低 的 健康 饮食 方案 。 这 是 线性 规划 
问题 的 一 个 原型 。 线 性 规划 是 20 世纪 40 年 代 中 发 展 起 来 的 一 门 学 科 ， 现 
在 已 经 应 用 在 了 很 多 不 同 的 领域 里 ， 
在 3 月 初 ， 塔 尼 娅 前 往 超市 购买 这 两 种 食品 。 在 一 包 Solido 食物 的 
育 面 ， 他 发 现 该 食物 包含 2 毫克 的 维生素 和 10 训 克 的 矿物 质 ， 而 另 一 盒 
Liquex 食物 则 包含 3 毫克 的 维生素 和 50 毫克 的 矿物 质 。 于 是 ， 她 在 购物 
车 中 放 入 了 30 包 Solido 食物 和 5 会 Liquex 食物 ， 作 为 该 月 的 食物 。 在 结 
感 之 前 ， 她 得 知道 这 些 食物 是 否 已 经 达到 了 教练 的 要 求 ， 
凶 首 先 算出 了 购物 车 中 的 食物 总 共 含 有 多 少 维生素 。30 
?毫克 | 3 毫克 包 Solido 食物 中 总 共 含 有 2Xx 30=60 苟 殉 维生素， 而 5 盒 


10 上 毫克 | 50 毫克 E 

_ 10 素 克 | 50 带 克 | Liquex 食物 总 共 含有 3X5=15 毫克 维生素 。 因 此 ， 食 物 中 
公元 1826 年 0 
情 里 叶 开 始 使 用 线形 规划 ; 高 斯 使 法 卡 斯 | Farkas ) 给 出 了 不 等 起 


用 高 斯 消去 法 对 线性 方程 进行 求解 系统 的 解 
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总 共有 2Xx30+3X5=75 毫克 维生素 。 使 用 相同 的 计算 方式 ， 可 以 算出 矿物 
质 的 总 量 为 10X30+50X5=550 毫克 。 


教练 的 要 求 是 至 少 120 毫克 维生素 和 850 毫克 矿物 质 ， 因 此 ， 她 需 
要 在 购物 车 中 放 人 更 多 的 食物 。 塔 尼 姓 现在 的 问题 是 如 何 分 配 Solido 食 
物 和 Liquex 食物 的 购买 量 ， 使 得 其 中 维生素 和 条 物质 的 含量 正好 达到 要 
求 。 她 重新 回 到 超市 的 保健 食品 区 ， 增 加 了 这 两 种 食物 的 购买 量 。 她 现 
在 有 40 包 Solido 食物 和 15 盒 Liquex 食物 。 这 下 肯定 够 了 吗 ? 她 重新 算 
了 一 下 ， 现 在 的 维生素 会 量 是 2X40+3X15=125 毫克 ， 而 矿物 质 合 量 是 
10X40+50X15=1 150 毫克 。 现 在 塔 尼 娅 肯定 已 经 达到 了 教练 的 要 求 ， 共 全 
已 经 超出 了 他 要 求 的 量 。 

可 行 解 ” 对 塔 尼 娅 来 说 ， 两 种 食物 的 组 合 “40, 15) 可 以 达到 要 求 。 我 
们 将 其 称 为 一 个 可 能 组 合 ， 或 “可 行 ” 解 。 我 们 已 经 看 到 (30, 15) 不 是 一 
个 可 行 解 ， 因 此 这 两 种 食物 的 所 有 组 合 方式 可 以 划分 为 2 部 分 一 一 满足 饮 
食 要 求 的 可 行 解 和 不 满足 要 求 的 非 可 行 解 。 

塔 尼 娅 还 有 很 多 其 他 的 选择 。 pel bt tp ape Solido 食 
物 。 如 果 她 这 样 做 的 话 ， 可 能 至 少 需要 买 88 包 。 组 合 (88, 0) 同时 满 
足 两 项 要 求 ， 其 维生素 的 含量 为 2X88+3X0=176 毫克 ， 而 矿物 质 的 含量 
为 10X88+50X0=880 毫克 。 如 果 她 只 购买 Liquex 食物 ， 那 么 她 至 少 需 
更 购买 40 盒 ， 可 行 解 (0, 40) 同时 满足 了 两 项 要 求 ， 因为 维生素 含量 为 
2 X 0+3X40=120 毫克 ， 而 矿物 质 含量 为 10X0+50X 40=2 000 毫克 。 我 们 可 
能 会 注意 到 ， 这 些 可 能 组 合并 不 是 恰好 满足 对 维生素 和 矿物 质 的 要 求 ， 不 
过 教练 肯定 会 认为 塔 尼 娅 的 购买 量 是 足够 的 。 

最 优 解 “ 现 在 我 们 要 把 开销 考虑 进来 。 塔 尼 娅 必须 到 收银 台 为 这 些 食 
物 付 款 。 她 注意 到 这 两 种 食物 的 单价 都 是 5 英镑 。 对 于 以 上 找到 的 几 个 可 
行 解 (40，15)、(88, 0) 和 (0,，40)， 其 支付 总 额 分 别 为 275 英镑 、440 类 


1984 年 


施 蒂 格 勒 | Stigler } 通过 一 个 局 丹 齐 克 | Dantzig ) 将 单纯 形 法 形式 化 卡 玛 卡 ( Karmarkar ) 提出 了 一 
发 式 的 方法 解决 了 饮食 问题 并 且 用 线性 规划 解决 了 饮食 问题 个 新 的 求解 线性 规划 问题 的 算法 
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Liquex 


i Solido 和 Liquex 
如 。 ”组 合 的 可 行 区 域 
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镑 以 及 200 英镑 。 因此， 到 现在 为 止 ， 最 好 的 方案 是 只 购买 40 盒 Liquex 食 
物 。 这 个 方案 是 满足 要 求 的 所 有 方案 中 开销 最 少 的 一 个 。 但 是 ， 这 些 方案 
中 的 维生素 和 矿物 质 含量 并 不 是 恰好 满足 要 求 。 一 时 冲动 ， 塔 尼 娅 尝试 了 
其 他 一 些 Solido 食物 和 Liquex 食物 的 组 合 方式 ， 并 计算 出 它们 分 别 需 要 花 
费 多 少 钱 。 她 可 以 做 得 更 好 吗 ? 是 否 有 一 种 Solido 食物 和 Liquex 食物 的 可 
能 组 合 ， 在 满足 教练 要 求 的 同时 开销 最 少 ? 她 现在 想 做 的 事情 是 ， 回 到 家 
里 ， 拿 起 一 支 笔 和 一 张 纸 ， 对 这 个 问题 进行 分 析 。 


线性 规划 问题 塔 尼 娅 一 直 经 受 着 将 目标 可 视 化 的 训练 。 既 然 她 可 届 
将 其 应 用 到 获得 奥运 会 金牌 上 ， 那 么 为 何不 能 用 到 数学 上 呢 ? 因此 她 画 出 了 
一 张 可 行 解 区 域 的 图 。 由 于 她 只 关注 两 种 食物 ， 因 此 ， 将 其 可 视 化 是 完全 可 
能 的 。 直线 4D 表示 的 是 恰巧 包含 120 毫克 维生素 的 Solido 和 Liquex 食物 组 
合 。 而 直线 EC 表示 的 是 包含 880 毫克 矿物 质 的 食物 组 合 。 同 时 在 这 两 条 线 
上 方 的 区 域 是 可 行 区 域 ， 七 表示 的 是 塔 尼 娅 可 以 购买 的 所 有 可 能 的 组 合 方 式 ， 
本 饮食 问题 框架 类 似 的 问题 称 为 线性 规划 问题 。 单 词 “ 规 划 ” 意 味 着 
程序 〈 这 个 词 在 之 前 便 意味 着 计算 机 编程 )， 而 “线性 ”意味 着 该 程序 使 用 
了 直线。 要 用 线性 规划 解决 塔 尼 娅 的 问题 ， 数学 家 们 已 经 证 明了 我 们 要 做 
的 所 有 事情 就 是 算出 塔 尼 娅 的 图 中 两 条 直线 交点 上 的 食物 开销 。 于 是 ， 塔 
尼 好 在 B 点 找到 了 一 个 新 的 可 行 解 ， 其 坐标 为 “48， 
8)， 即 她 可 以 购买 48 包 Solido 食物 和 8 盒 Liquex 
食物 。 如 果 她 这 么 做 的 话 ， 她 的 饮食 要 求 恰 好 可 以 
做 满足 ， 因 为 这 种 组 台中 包含 120 毫克 的 维生素 和 
880 各 殉 的 矿物 质 。 由 于 二 者 的 单价 都 是 5 英镑 ， 
因此 这 个 组 全 总 共 要 花 掉 她 280 英镑 。 因 此 ， 最 优 
的 购买 方案 仍然 是 之 前 的 那个 方案 ， 即 只 购买 40 盒 
Liquex 食物 ， 其 开销 为 200 英镑 ， 虽 然 这 种 组 合 中 

solido 用 物质 的 含量 比 要 求 的 880 毫克 超出 了 1 120 毫克 。 


最 终 的 最 优 组 合 是 由 两 种 食物 各 自 的 单价 决定 
的 。 如 采 每 包 Solido 食物 的 价格 下 降 到 2 英镑 ， 而 Liquex 的 价格 提高 到 7 
英镑 ， 那 么 4 (0, 40)、B (48, 8)、C (88, 0) 这 三 种 组 合 的 开销 将 分 别 
是 280 英镑 、152 英镑 以 及 176 英镑 。 


塔 尼 娅 的 最 优 购买 组 合 是 48 包 Solido 食物 和 8 盒 Liquex 食物 ， 其 花 
费 总 额 为 152 英镑 。 

历史 1847 年 ， 美 国 数学 家 乔治 。 丹 齐 克 在 为 美国 空军 工作 时 ， 提 出 
了 一 个 解决 线性 规划 问题 的 方法 ， 称 为 “单纯 形 算法 ”(simplex method )。 
该 方法 是 如 此 成 功 ， 以 至 于 丹 齐 克 在 西方 名 声 大 震 ， 被 人 誉 为 “线性 规划 
之 父 ”。 前 苏联 经 济 学 家 利 奥 尼 德 。 康 托 罗 维 奇 (Leonid Kantorovich) 在 冷 
战 时 期 也 独立 地 提出 了 一 套 线 性 规划 理论 。1975 年 ， 康 托 罗 维 奇 和 荷兰 数 
学 家 加 林 。 库 普 曼 斯 ‘Tjalling Koopmans) 因 在 资源 分 配方 面 的 贡献 ， 被 一 
同 授 子 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 其 贡献 包括 线性 规划 方面 的 技术 ， 

塔 尼 娅 关注 的 只 有 2 种 食物 一 一 2 个 变量 一 一 但 是 现在 我 们 经 常 可 以 遇 
到 一 些 诗 及 上 千 个 变量 的 问题 。 当 丹 齐 克 发 现 他 的 方法 的 时 候 ， 计 算 机 还 
韭 常 稀少 ， 但 是 当时 有 一 个 “数学 表格 项 目 ” 一 一 一 项 于 1938 年 在 纽约 发 
起 的 长 达 10 年 的 创造 就 业 机 会 的 计划 。 一 个 由 几 十 个 人 组 成 的 人 力 计算 小 
组 ， 使 用 手持 计算 嚣 足 足 计算 了 12 天 ， 才 解决 了 一 个 涉及 9 种“ 维生素” 
舍 量 要 求 和 77 个 变量 的 饮食 问题 。 

尽管 单纯 形 算法 和 它 的 各 种 衍化 版 本 获得 了 很 大 的 成 功 ， 但 还 是 有 很 
多 人 尝试 看 其 他 的 方法 。1984 年 ， 印 度数 学 家 纳 伦 德 拉 。 卡 玛 卡 (Narendra 
Karmarkar) 发 明了 一 种 新 的 算法 ， 该 算法 具有 很 高 的 实用 价值 ， 而 前 苏联 
经 济 学 家 利 奥 尼 德 。 卡 奇 安 (Leonid Khachiyan) 提出 了 一 种 理论 意义 非常 
重大 的 方法 。 

基本 的 线性 规划 模型 已 被 应 用 到 了 饮食 之 外 的 许多 其 他 场合 。 其 中 一 
类 问题 是 运输 问题 ， 该 问题 所 关心 的 是 如 何 将 货物 从 工厂 运输 到 仓库 。 该 问 
题 有 一 个 特殊 的 结构 ， 因 此 也 形成 了 一 个 独立 的 领域 。 该 问题 的 最 终 目 标 是 
将 运输 量 最 小 化 。 一 些 线性 规划 问题 的 目标 是 将 革 些 量 最 大 化 《如 最 大 化 利 
泪 )。 在 五 外 一 些 问 题 中 ， 变 量 的 取 值 被 限定 在 整数 范围 ， 甚 至 只 有 0 和 1 
两 个 变量 ， 这 些 问 题 和 以 上 问题 有 很 大 的 区 别 ， 它 们 具有 自己 的 求解 程序 。 

培 尼 娅 是 否 能 够 获得 奥运 金牌 还 有 待 观察 。 如 果真 的 得 了 金牌 ， 那 将 
是 线性 规划 的 另 一 个 成 功 。 


以 最 小 的 花 销 来 保持 健康 
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施行 推销 员 


俯 姆 士 ， 库 克 是 Electra 公司 的 名 超级 推销 员 。Electra 公司 是 一 家 地 牧 清 法 加 
的 生产 商 ， 总 部 设 在 你 斯 麦 (美国 北 达 科 他 州 ) 他 已 经 连续 3 年 获得 年 度 推销 员 奖 
苹 ， 这 是 以 证 明 他 的 能 力 . 他 的 销售 区 域 包括 阿尔 伯 克 基 、 芝 加 哥 、 达拉斯 和 埃 尔 帕 
案 这 四 座 城市 ， 他 每 个 月 都 要 往返 这 些 城市 一 次 摆 在 他 面前 的 问题 是 如 何 制定 旅行 
路 线 ， 使 得 旅行 的 总 路 程 最 短 . 这 便 是 经 典 的 旅行 推销 员 问 题 . 


仿 姆 士 画 出 了 一 张 里 程 表 ， 显 示 出 城市 之 间 的 距离 。 例如 ， 介 斯 麦 和 
达拉斯 之 间 的 路 程 是 1 632 公里 ， 这 可 以 在 图 中 的 修 斯 麦 列 和 达拉斯 行 相交 
的 格子 里 〈 用 阴影 标 出 ) 找到 ， 

仿 志 算 法 ”作为 一 个 经 验 丰 富 的 推销 员 ， 篇 姆 士 ， 库 克 作 出 了 一 张 销 

售 城 市 的 草图 ， 这 张 图 并 不 需要 很 精确 ， 只 要 能 告诉 他 这 些 城市 的 大 概 位 
站 和 和 它们 之 间 的 距离 就 可 以 了 . 他 经 常 采取 的 一 个 路 线 是 从 伸 斯 麦 出 发 ， 
依次 前 往 芝 加 哥 、 阿 尔 伯 克基 、 达 拉 斯 和 埃 尔 帕 索 ， 最 后 再 回 到 伟 


Rr | 项 变 。 这 条 路 线 是 BCADEB (各 个 城市 黄 文 拼写 的 首 字母 
O78 | 1256 i 友 于 期 [ RS 

人 - 畜 | | 2 和 Js -= 让 = 

160 7 010 942 | 过 到 -由 索 但 是 他 音 只 到 经 过 的 总 路 程 6 580 ev 四 从 里 程 


数 来 讲 ， 代 价 是 非常 高 的 。 还 有 更 好 的 路 线 吗 ? 
对 于 制定 这 样 一 个 销售 区 域 的 旅行 计划 ， 我 们 需要 记得 ， 往 姆 士 的 职 
责 并 不 是 要 作出 个 话 尽 周密 的 旅行 计划 一 一 他 的 职责 是 前 往 那 里 推销 产 
且 。 通 过 察看 他 在 伸 斯 麦 办 从 室 里 的 一 张 地 图 ， 他 发 现 离 他 最 近 的 城市 是 
之 加 哥 。 健 斯 麦 到 芝加哥 的 路 程 为 1 130 公里 ， 相 比 之 下 ， 到 阿尔 伯 克 基 的 


1926 年 


约 公元 1810 年 


查尔斯 " 巴 贝 奇 以 一 种 非常 版 行 推销 员 问 题 作 为 一 个 波多 夫 卡 提出 了 贪 禁 算法 
有 趣 的 方式 提 到 了 该 问题 实际 问题 被 提出 
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路 程 为 1 413 公里 ， 到 达拉斯 的 路 程 为 1 632 公里 ， 而 到 埃 尔 帕 索 
的 路 程 为 1 760 公里 。 他 还 没有 制定 由 -个 完整 的 计划 ， 便 起 身 
去 往 芝 加 哥 。 当 他 到 达 芝 加 哥 并 完成 了 那里 的 工作 事务 之 后 ， 
他 继续 选择 离 它 最 近 的 城市 作为 下 一 个 目的 地 。 这 次 他 选择 
的 是 达拉斯 ， 因 为 达拉斯 和 芝加哥 之 间 的 距离 为 1 256 公里 ， 
比 其 他 两 个 城市 要 更 近 一 - 些 。 

到 达 达 拉 斯 之 后 ， 他 经 过 的 总 路 程 为 1 130 + 1 256 公里 。 他 


接 下 来 要 在 阿尔 伯 克 基 和 埃 尔 帕 索 之 间 进 行 选择 。 因 为 阿尔 伯 页 
至 时 近 一 些 ， 它 也 便 成 为 了 詹 姆 士 的 下 一 个 目的 地 。 在 阿尔 伯 克 基 之 E 


后 ， 他 必须 前 往 最 后 一 个 城市 埃 尔 帕 案 ， 而 当 所 有 的 城市 都 去 了 一 遍 之 后 ， 
他 的 工作 也 便 完成 了 ， 此 时 他 便 可 以 回 到 伟 斯 麦 。 他 所 经 历 的 总 路 程 为 1 130 
+ “50+3228+378+1760=5452 公 里。 这 个 路 线 BCDAEB 要 比 之 前 的 路 
线 短 很 多 ， 他 也 因此 为 碳 排放 的 减少 作出 了 一 份 贡献 

这 种 思考 的 方式 通常 称 为 寻找 最 短路 径 的 贪 禁 算 法 。 这 是 因为 詹 姆 十 
的 决策 总 是 局 部 的 决策 一 一 他 在 某 个 城市 的 时 候 总 是 于 找 离 他 最 近 的 城市 
作为 下 一 个 目的 地 。 通 过 这 种 方法 ， 他 永远 都 不 需要 考虑 下 一 站 之 外 的 路 
线 。 这 种 方法 并 不 是 战略 最 优 的 ， 因 为 它 并 没有 竹 虑 总 体 最 优 的 路 径 。 事 
实 上 ， 当 他 完成 了 埃 尔 帕 索 的 工作 之 后 ， 他 需要 经 历 -个 很 远 的 路 程 回 到 
伸 斯 麦 。 因 此 ， 他 找到 了 一 个 更 短 的 路 径 ， 但 是 这 个 路 径 是 最 短 的 吗 ? 这 
个 问题 激 起 了 往 姆 士 的 兴趣 。 

篇 姆 士 发 现 ， 旅 行 只 涉及 5 个 城市 ， 他 下 
可 以 好 好 利用 这 个 便利 。 因 为 城市 很 少 ， 所 [7 CE 


以 他 完全 可 以 列 出 所 有 可 能 的 路 径 ， 然 后 选 [6 (入 # 机 )|2〈 乘 飞机 )| 芝加哥 | 
出 其 中 最 短 的 一 条 。5 个 城市 总 共 可 以 有 24 |2‘ 乘 飞机 )I4( 乘 飞机 )|3 ( 乘 飞 机 )| 达拉斯 | 


4- ys 3〈 乘 飞机 )|$〈 乘 飞机 )|1 ( ) | 埃 尔 帕 索 
条 不 同 的 路 径 ， 而 他 只 需要 检查 其 中 的 12 条 上 3 ( 乘 飞机 )|5( 乘 飞机 


1954 年 2004 年 


丹 齐 克 和 过 杰 斯 特 拉 提 出 了 库 克 在 算法 中 将 PP 和 NP 大 卫 *， 阿 普尔 盖 特 在 瑞典 解决 
解决 旅行 推销 员 问 题 的 方法 的 概念 形式 化 了 总 共 24 978 个 城市 的 问题 
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就 可 以 了 ， 因 为 每 一 条 途径 和 它 的 相反 路 径 是 等 长 的 。 这 种 方法 解决 了 篇 姆 士 的 困惑 ， 
他 发 现 最 短 的 路 径 是 BAEDCB (或 是 它 的 相反 路 径 BCDEAB)， 它 的 总 路 程 仪 为 5 118 


公里 。 


回 到 人 黎 斯 麦 后 ， 詹 姆 士 意识 到 这 个 旅程 花费 的 时 间 还 是 太 长 了 。 他 想 要 节省 的 并 不 
是 距离 ， 而 是 时 间 。 他 画 出 了 一 条 新 的 表格 ， 标 出 了 这 些 城市 间 的 旅行 时 间 。 


当 问题 的 焦点 是 路 程 的 时 候 ， 往 姆 土 知 道 三 角形 两 边 之 和 必然 大 于 第 三 边 ; 这 种 全 
况 下 的 图 被 称 为 欧 氏 图 ， 而 且 关 于 它们 的 解决 方法 已 经 知道 很 多 了 。 但 是 ， 当 关注 的 焦 
点 是 时 间 时 ， 情 况 就 有 所 不 同 了 。 在 主 航 线 上 的 飞行 速度 通常 要 比 支 航线 上 的 飞行 速度 
快 ， 篇 姆 土 。 库 克 注 意 到 从 埃 尔 帕 索 直 飞 芝加哥 的 速度 比 通 过 达拉斯 转机 的 速度 要 快 。 
所 谓 的 三 角 不 等 式 在 这 里 不 成 立 了 。 


将 贪 困 算法 用 到 时 间 问 题 中 ， 可 以 得 到 路 征 BCDEAB 所 需要 的 总 时 间 为 22 小 时 ， 
同时 ， 有 两 条 不 同 的 最 优 路 径 BCADEB 和 BCDAEB， 它 们 的 总 时 间 都 为 14 小 时 。 对 这 
两 条 路 径 来 说 ， 第 一 条 的 路 程 为 6 580 公里 ， 第 二 条 的 路 程 为 5 451 公里 。 篇 姆 士 非常 高 
兴 ， 通 过 选择 BCDAEB， 他 可 以 节省 的 时 间 最 多 。 而 他 的 下 一 个 目标 是 找到 开销 最 少 的 
路 径 。 

从 几 秒 钟 到 几 个 世纪 当 涉 及 城市 的 数量 变 得 很 多 时 ， 旅行 推销 员 问 题 就 变 得 非常 
困难 了 。 由 于 和 锛 姆 土 。 库 克 的 工作 业绩 帘 出 ， 因此 他 很 快 就 被 提升 成 为 销售 主管 。 现 在 ， 
从 伟 斯 麦 出 发 ， 他 需要 前 往 13 个 城市 ， 而 不 是 之 前 的 4 个。 他 现在 已 经 不 喜欢 使 用 贫 
林 算 法 ， 而 是 喜欢 列 出 所 有 可 能 的 路 径 。 他 开始 列 出 这 13 个 城市 之 间 的 所 有 可 能 路 生 
但 是 他 很 快 便 发 现 他 要 检查 的 路 径 总 共有 3.1 x 10? 条 。 换 个 角度 说 ， 如 果 一 台 计 算 机 需 
要 1 秒 钟 来 打印 1 条 路 径 ， 那 么 总 共 需 要 几 个 世纪 的 时 间 才能 把 所 有 的 路 径 都 打印 出 来 ， 
对 于 100 个 城市 的 问题 ， 则 需要 计算 机 计算 数 千 年 才能 完成 。 

有 一 些 较 复杂 的 方法 被 用 于 处 理 旅行 推销 员 问 题 。 已 经 有 一 些 精确 的 方法 可 以 处 理 
5 000 个 或 更 少 的 城市 的 问题 ， 有 人 甚至 成 功 地 解决 33 810 个 城市 的 问题 ， 尽 管 这 种 
情况 所 需要 的 计算 机 应 该 具有 相当 巨大 的 威力 。 还 有 一 些 非 精 确 的 方法 可 以 给 出 一 些 路 
径 ， 它 们 有 一 定 的 概率 成 为 最 优 路 行 。 这 种 方法 的 优点 是 能 够 处 理 上 百 万 个 城市 的 问题 。 

计算 复杂 度 ”从 计算 机 的 角度 来 看 这 些 问题 ， 我 们 仅仅 需要 考虑 它们 需要 多 长 时 间 


才能 找到 一 个 解 。 只 是 简单 地 列 出 所 有 可 能 的 路 径 是 一 个 最 差 的 方案 。 篇 姆 士 已 经 发 现 
文 个 仅 靠 讲 力 的 方法 需要 将 近 一 个 世纪 的 时 间 来 解决 13 个 城市 的 问题 。 如 果 我 们 再 增加 
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2 个 城市 ， 那 么 所 需要 的 时 间 将 超过 20 000 年 ， 


当然 ， 这 些 评估 取决 于 实际 使 用 的 计算 机 。 但 是 ， 对 于 个 城市 来 说 ， 所 需要 的 时 
间 以 地 的 阶乘 (将 从 1 到 的 所 有 整数 相 乘 得 到 的 数 ) 的 形式 增长 。 对 于 13 个 城市 ， 我 
们 需要 计算 3.1X 10 条 路 径 。 决 定 每 条 路 径 是 否 是 最 短路 径 是 一 个 阶乘 时 间 问 题 一 它 
需要 相当 长 的 时 间 。 


还 有 其 他 一 些 处 理 该 问题 的 方法 ， 它 们 处 理 个 城市 的 时 间 以 2' (Cn 个 2 相 乘 ) 的 
形式 增长 ， 因 此 对 于 13 个 城市 来 说 ， 总 共 涉 及 8 192 次 决策 ( 比 10 个 城市 多 8 信 )。 具 
有 该 复杂 度 的 方法 称 为 指数 时 间 算 法 。 这 类 “最 优 组 合 问题 ”的 圣杯 是 寻找 一 个 不 取决 
于 2 的 二 次 等 ， 而 是 二 的 固定 次 宕 的 算法 。 指 数 越 小 越 好 。 例 如 ， 如 果 一 个 算法 的 复杂 
度 为 x ， 那 么 对 于 13 个 城市 来 说 ， 总 共 需 要 169 次 决策 一 一 比 10 个 城市 的 情况 只 多 了 
不 到 1 倍 。 具 有 该 “复杂 度 ” 的 方法 被 称 做 是 多 项 式 时 间 算 法 一 可 以 用 这 种 方法 解决 
的 问题 是 “快速 问题 "”， 仅 仅 需要 3 分 钟 ， 而 不 是 几 个 世纪 。 

可 以 由 计算 机 在 多 项 式 时 间 内 解决 的 问题 的 集合 记 为 P。 我 们 不 知道 旅行 推销 员 问 
题 是 否 是 其 中 的 一 个 。 还 没有 人 能 给 出 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 但 是 也 没有 人 能 证 明 该 算 
法 不 存在 。 

NP 表示 一 个 更 大 的 集合 ， 它 们 的 解 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 验证 。 旅 行 推销 员 问 题 
必然 是 这 其 中 的 一 个 ， 因 为 检验 一 个 给 定 路 径 的 总 路 程 是 否 小 于 一 个 给 定 的 数值 可 以 在 
多 项 式 时 间 内 完成 。 你 仅仅 需要 将 给 定 路 径 的 总 路 程 加 起 来 ， 然 后 将 它 和 给 定 的 数值 比 
较 就 可 以 了 。 找 到 和 验证 是 两 种 不 同 的 操作 。 例 如 ， 验 证 167 Xx 241=40 247 是 很 容易 的 ， 
但 是 找到 40 247 的 因子 是 一 个 截然 不 同 的 问题 . 


是 否 所 有 可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 的 问题 都 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 呢 ? 如 果 这 个 
命题 成 立 的 话 ， 那 么 集合 P 和 NP 将 是 完全 等 同 的 ， 我 们 可 以 写作 P = NP. P=NP 是 否 
成 立 对 于 计算 机 科学 家 来 说 是 一 个 量 待 解决 的 问题 。 大 多 数 的 专家 认为 这 是 不 成 立 的 : 
他 们 相信 有 一 些 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 ， 但 是 却 不 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 这 是 
一 个 如 此 重要 的 问题 ， 以 至 于 凯 革 数学 学 院 悬 赏 1 000 000 卖 金 奖励 给 那些 可 以 证 明了 
一 NP 或 P 关 NP 的 人 ， 


找到 最 优 路 径 
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博 奔 论 


有 人 说 约翰 是 在 志 的 最 聪明 的 人 。 约 坦 ， 汉 ，… 诺 依 曼 曾 经 是 一 个 少年 天 才 ， 后 来 
成 为 了 数学 界 中 的 一 个 传奇 。 当 大 们 听 说 他 在 前 去 参 会 的 出 租车 中 写 出 了 博弈 论 中 
的 “ 极 大 一 极 小 值 定理 ”时 ， 他 们 只 是 点 点 头 。 这 绝对 是 约翰 冯 . 诺 依 曼 常 做 的 那 
类 事 ， 他 对 量子 力学 、 逻 和 辑 学 、 代 数 都 作出 了 贡献 ， 难 道 博弈 论 会 逃 过 他 的 眼睛 ? 确 
实 没 有 一 一 他 和 奥斯卡 * 摩根 斯 特 恩 合 著 了 颇具 影响 力 的 《博弈 论 与 经 济 行为 》 一 书 . 
从 广义 上 来 讲 ， 博 弈 论 是 一 门 古 老 的 学 科 ， 但 是 至 诺 依 虹 是 将 “两 人 零 和 博弈 ” 理 
论 深化 的 关键 。 


两 人 零 和 博弈 ”这 听 起 来 很 复杂 ， 其 实 两 人 零 和 博弈 简单 来 讲 就 是 两 
个 人 人、 公司 或 者 团队 一 起 参与 一 个 比赛 ， 其 中 一 方 胜出 另 一 方 失败 。 如 果 4 
屎 得 200 区 馆 ， 那 么 中 就 输 掉 200 英镑 ; 这 就 是 零 和 的 意思 。 双 方 不 存在 
任何 的 合作 广 是 霹 家 和 输家 之 人 间 纯 粹 的 竞争 。 如 果 用 “双赢 ”的 语言 
表述 ， 则 4 赢得 了 200 英镑 ， 而 中 赢得 了 -200 英镑 ， 总 和 是 200 + (-200) 
=0。 这 就 是 “ 零 和 ”一 词 的 来 源 


让 我 们 设想 有 两 个 电视 公司 ATV 和 BTV， 他 们 正在 为 在 苏格兰 或 者 英 
格 兰 运营 一 个 额外 新 闻 服 务 进行 竞价 。 每 个 公司 只 能 投标 一 个 地 区 ， 他们 
根据 预期 增加 的 观 傣 数 来 作 决 定 。 媒 体 分 析 师 已 经 估计 出 了 增加 的 观众 数 ， 
两 个 公司 都 可 以 参考 他 们 的 研究 结果 。 这 些 可 以 很 方便 地 表示 在 一 个 “ 收 
益 表 ”里 ， 单 位 为 百 万 观 砍 。 


公元 1713 年 和 
瓦 德 格拉 夫 { Waldegrave 】 给 出 了 冯 " 诸 依 曼 和 摩根 斯 特 恩 发 表 了 Theory 
2 人 博弈 问题 的 第 一 个 数学 解 of Games and Economic Behavior 


导 博 弈 论 与 经 济 行为 》) 
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如 果 ATV 和 BTV 都 决定 在 苏格兰 运营 ， 那 么 ATV 会 赢得 500 万 观众 ， 
和 而 BTV 则 会 失去 500 万 观众 。 表 格 中 的 负 号 ， 比 如 收益 表 里 的 -3， 表 示 
AIV 会 失去 300 万 观众 。 表 格 中 的 + 号 对 ATV 有 益 ， 而 -号 对 BTV 有益， 

假设 这 两 个 公司 基于 收益 表 作 出 了 一 次 性 的 决定 ， 并 且 同 时 密封 投标 。 
很 显然 ， 两 个 公司 都 会 根据 自身 的 最 大 利益 做 出 选择 ， 

如 来 ATV 选择 苏格兰 ， 可 能 发 生 的 最 糟 情况 是 失去 300 万 观众 ， 如 果 
七 投标 英格兰 ， 最 精 情 况 是 赢得 200 万 观众 。 对 ATV 来 说 ， 显 然 ， 最 好 的 
选择 是 类 格 兰 (第 二 行 )。 不 管 BTV 如 何 选择 ， 都 不 会 比 赢 得 200 万 观众 
更 精 了 。 从 数值 上 看 ，ATV 计算 出 了 -3 和 2 (每 行 的 最 小 值 )， 然 后 选择 


了 其 中 最 大 值 所 对 应 的 行 。 


BTV 处 于 弱势 的 位 置 ， 但 是 它 依然 可 以 找 
出 一 个 策略 使 得 潜在 损失 最 小 化 ， 并 且 期 待 下 
一 年 有 个 更 好 的 收益 表 。 如 果 BTYV 选择 苏 格 
兰 《第 一 列 )， 最 糟 的 情况 是 失去 500 万 观众 ; 
而 如 果 它 选择 英格兰 ， 最 糟 情况 是 失去 400 万 
观众 。 对 BTV 来 说 最 安全 的 策略 是 选择 英 格 
兰 《党 2 列 )， 因 为 损失 400 万 观众 总 比 损失 
500 万 观众 好 。 不 管 ATV 如 何 决定 ， 结 果 都 不 
会 比 损失 400 万 观众 更 精 。 

以 上 对 每 个 参与 者 来 说 都 是 最 安全 的 策 
格 ， 如 果 选 择 了 这 些 策略 ，ATV 将 赢得 400 万 
额外 的 观众 ， 而 BTV 则 会 失去 他 们 。 


美 朋 心 灵 


约翰 。 纳 什 〈1928 年 出 生 ) 的 坟 坷 -一 生 在 
2001 年 被 拍 成 了 电影 《美丽 心灵 》。 由 于 在 博 
弈 论 方面 的 贡献 ， 纳 什 在 1994 年 获得 了 诺 贝 尔 
经 济 学 奖 。 


纳什 和 其 他 人 将 博弈 论 扩 展 到 博弈 人 教 大 
于 2 以 及 祷 弈 者 之 间 建 立 合作 (和 色 括 联合 起 来 
打压 第 三 方 ) 的 情况 。 比 起 汉 。 诺 依 曼 的 理论 ， 
“ 幼 什 均衡 ”( 类 似 于 鞍点 均衡 ) 提供 了 一 个 更 
加 广阔 的 视野 ， 让 我 们 能 够 更 加 深刻 地 理解 经 
济 情 况 。 


1994 年 


塔 克 提 出 了 囚徒 困境 ， 纳 什 提出 梅 纳 德 * 史密斯 { Maynard Smith ) 发 表 了 Evolution 纳什 由 于 在 博弈 论 方 面 的 贡 
了 纳什 均衡 and the Theory of Games 人 演化 与 博弈 论 9] 献 获 得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 
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博弈 何 时 被 确定 ”第 二 年 ， 这 两 个 公司 多 了 一 个 选择 一 一 在 威尔士 运 
营 。 因 为 情况 变 了 ， 所 以 会 有 一 个 新 的 收益 表 。 


列 最 大 人 
只 之 前 一 样 ， 对 ATYV 而 言 最 保险 的 策略 是 选择 所 有 最 粳 情 况 中 最 大 值 
所 对 应 的 行 。 根 据 {+1, -1, -31 中 的 最 大 值 ，ATV 会 选择 威尔士 (第 1 行 )， 
而 对 BTV 来 说 ， 最 保险 的 策略 是 选择 {+4，+5， +1} 中 最 小 值 所 对 应 的 列 ， 
即 英 格 兰 (第 3 列 )， 


对 于 ATV， 如 果 选 择 威 尔 士 ， 不 论 BTV 如 何 选择 ， 他 们 都 可 以 确保 启 
得 不 少 于 100 万 的 观众 。 而 对 于 BTV， 如 果 选 择 英格兰 ， 也 可 以 确保 不 论 
ATV 如 何 选择 ， 损 失 都 不 多 于 100 万 观众 。 因 此 ， 以 上 选择 对 于 每 个 公司 
都 是 最 佳 策略 ， 从 这 个 意义 上 讲 ， 博 弈 最 终 被 确定 了 下 来 (但 是 这 对 BTV 
仍然 不 公平 )。 在 这 个 博弈 中 

{+1, 一 1, -3 的 最 大 值 = {+4, +5, +1} 的 最 小 值 

而 且 等 式 的 两 边 有 一 个 相同 值 1。 和 第 一 个 博弈 不 同 ， 这 次 博弈 中 有 一 个 
+] 较 点 均衡 。 


重复 博弈 ”一 个 标志 性 的 重复 博弈 是 传统 的 “ 布 ， 剪 刀 ， 石 头 ” 沁 戏 。 
和 一 次 性 投标 的 电视 公司 不 同 ， 在 这 场 博弈 中 ， 每 年 的 世界 锦标 赛 上 ， 范 争 
对 于 通常 要 重复 博弈 五 六 次 ， 甚 至 几 百 

次 。 
在 “ 布 ， 剪 刀 ， 石 头 ” 游 戏 中 ， 两 
个 比赛 者 每 次 出 示 一 只 手 、 两 个 手指 或 


者 一 个 拳头 ， 分 别 代表 布 、 剪 刀 或 者 厂 
头 。 他 们 同时 出 示 ， 基 于 三 种 情况 计数 ， 


布 和 布 平 手 ， 布 被 剪刀 击败 〈 因 为 剪刀 可 以 前 布 )， 但 是 布 可 以 击败 石头 


(加 为 它 可 以 囊 住 石头 )。 如 果 出 “ 布 "， 收 益 就 是 0，-1，+1， 即 我 们 收益 
表 中 的 第 一 行 。 

这 个 游戏 中 没有 鞍点 ， 而 且 没 有 明显 的 策略 可 以 采用 。 如 果 某 个 比赛 
胡 站 是 选择 同一 个 动作 ， 比 如 布 ， 对 方 很 容易 就 会 发 现 只 需 选择 前 刀 就 可 
以 每 次 都 获胜 。 根 据 汉 。 诺 依 曼 的 “ 极 大 一 极 小 定理 ” 应 该 有 一 个 “混合 
有 略 ”， 或 者 根据 概略 选择 不 同 动作 的 方法 。 


很 据 数学 原理 ， 比 赛 者 应 当 随机 地 选择 ， 但 是 总 体 来 看 ， 布 、 剪 刀 、 
白头 应 该 各 占 三 分 之 一 。 但 是 ， 育 目的 随意 选择 可 能 并 不 总 是 最 好 的 办 法 ， 
就 像 世 界 冠军 都 会 根据 “心理 ” 的 变化 来 选择 他 们 的 策略 。 他 们 非常 善于 
对 对 手 进行 二 次 猜测 。 

什么 时 候 博 弈 不 是 零 和 的 并 不 是 所 有 的 博弈 都 是 零 和 的 一 一 有 时 每 
个 参赛 者 会 有 各 自 单独 的 收益 表 。 一 个 著名 的 例子 是 艾 伯 特 。 塔 克 设 计 的 
“办 逢 困境”。 

净 德 看 和 伯 带 两 个 人 ， 由 于 有 高 速 路 上 抢劫 的 嫌疑 而 被 警察 逮捕 ， 分 
别 关 在 单独 的 房间 中 ， 以 防止 他 们 互相 交流 。 这 种 情况 下 ， 他 们 被 判 的 刑 
期 不 仅 取决 于 各 自 对 警方 审讯 的 回答 ， 也 取决 于 他 们 的 共同 反应 。 如 果 4 
招供 而 8 不 招供 ， 那 么 4 仅 被 判 1 年 刑 (从 4 的 收益 表 看 ) 而 8 会 被 判 
10 年 刑 《从 五 的 收益 表 看 )。 如 果 4 不 招供 而 8 招供， 邦 么 刑期 刚好 相反 。 
如 来 两 人 者 招供， 那么 刑期 都 为 4 年 ， 但 是 如 果 两 人 都 拒 不 招供 ， 并 且 坚 
称 自己 是 清白 的 ， 他 们 就 可 以 遂 遥 法 外 


一 个 双赢 的 情形 . 


冯 局 数学 
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48 相对 论 


当 一 个 物体 运动 的 时 候 ， 它 的 速度 是 相对 于 其 他 物体 而 言 的 。 如 果 我 们 在 一 条 主 
路 上 以 每 小 时 112 公里 的 速度 行驶 ， 而 旁边 的 另 一 辆 车 也 是 以 每 小 时 112 公里 的 速度 
朝 着 相同 的 方向 行驶 ， 那 么 我 们 相对 于 这 辆 车 的 速度 为 40。 但 是 相对 于 地 面 来 说 ， 我 们 
的 速度 都 是 每 小 时 112 公里 。 而 相对 于 另 一 辆 以 每 小 时 112 公里 的 速度 翩 着 相反 方 回 
行驶 的 汽车 ， 我 们 的 速度 则 为 每 小 时 224 公里 。 相 对 论 完 全 颠覆 了 这 种 思考 的 方式 。 


相对 论 最 初 是 由 德国 物理 学 家 洛 伦 兹 在 19 世纪 末期 发 起 的 ， 但 是 其 实 
质 性 的 进展 是 由 爱 因 斯 坦 在 1905 年 取得 的 。 爱 因 斯 坦 关 于 狭义 相对 论 的 站 
名 论文 颠覆 了 以 往 关 于 物体 运动 的 研究 ， 而 曾经 取得 了 辉 烛 成 就 的 牛顿 经 
典 力 学 ， 仅 仅 是 相对 论 的 一 种 特殊 情况 。 


回调 到 伽利略 在 介绍 相对 论 之 前 ， 我 们 首先 了 解 一 下 它 的 主人 : 爱 
因 斯 坦 喜 欢 谈论 火车 ， 并 且 设 想 一 些 相 关 的 试验 。 在 我 们 的 例子 里 ， 吉 姆 
乘坐 在 一 列 速 度 为 96 公里 /小 时 的 火车 上 。 他 从 列车 末尾 的 座位 起 和 里， 以 
3.2 从 里 /小 时 的 速度 朝 着 餐车 走 去 。 相 对 于 地 面 来 说 ， 他 的 速度 为 99.2 公 
里 / 小 时 。 当 他 从 餐车 出 来 往 回 走时 ， 速 度 变 成 了 92.8 公里 /小 时 ， 这 是 因 
为 他 的 行进 方向 和 列车 相反 。 以 上 是 牛顿 力学 告诉 我 们 的 。 速 度 是 一 个 相 
对 概念 ， 吉 姆 的 行进 方向 决定 了 你 是 应 该 做 加 法 还 是 做 减法 . 
由 于 所 有 的 运动 都 是 相对 的 ， 因 此 我 们 会 使 用 一 个 “参照 系 ” 来 衡量 
某 个 具体 的 运动 。 在 列车 沿 着 直线 轨道 行进 的 一 维 例 子 里 ， 我 们 可 以 设想 
将 其 个 车 站 作为 固定 的 参照 系 ， 该 参照 系 中 有 一 个 位 移 坐 标 x 和 一 个 时 间 
坐标 六 该 参照 系 的 零 位 移 点 定义 为 站 台 上 的 一 个 标记 ， 而 零 时 刻 定 浆 为 站 
约 公元 1632 年 年 1687 年 EE 


伽利略 给 出 了 下 落 物 体 的 “ 愧 利 略 罗 黑 通过 观察 木星 卫星 牛顿 的 Principia (4 基本 原 
变换 ” 的 运动 计算 出 了 光速 理 》) 描述 了 经 典 运动 法 则 
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台 时 钟 上 的 时 刻 。 相 对 于 该 参照 系 的 位 移 / 时 间 坐 标 为 (x, 1?)。 


在 列车 上 同样 也 有 一 个 参照 系 。 如 果 我 们 测量 的 是 相对 于 列车 末尾 的 
上 距离 和 计 姆 腊 表 上 的 时 刻 ， 那 么 这 里 将 会 是 另 一 个 坐标 〈 元 了 )。 将 这 两 个 
坐标 同步 是 可 能 的 。 当 列车 怡 好 驶 过 站 人 台 上 的 标记 的 时 候 ，x=0， 并 且 站 
台 时 钟 的 1:=0。 如 果 此 时 吉姆 将 该 点 的 i 设 为 0， 并 且 将 腕 表 的 时 间 调 
为 1 =0， 那 么 现在 这 两 个 坐标 便 关 联 在 一 起 。 

当 列 车 恰好 怠 过 站 台 的 时 刻 ， 吉 姆 起 身 前 往 餐 车 。 我 们 可 以 计算 出 5 
分 钟 后 他 和 站 台 之 间 的 距离 。 我 们 知道 列车 每 分 钟 行 台 1.6 公里 ， 因 此 在 这 
段 时 间 内 总 共 行 怠 了 8 公里 ， 而 吉姆 总 共 走 了 4 = 16/60 (速度 3.2 公里 /小 
时 乘 以 时 间 高 小 时 ) 公里 的 路 程 。 因 此 ， 吉姆 相对 于 站 台 的 总 位 移 是 8#% 
从 里。 我 们 也 得 出 了 x 和 zt 之 间 的 关系 为 x = 十 YXt (这 里 v = 96)。 将 等 
式 左 右 两 边 进行 移 项 ， 可 以 得 到 吉姆 相对 于 列车 参照 系 的 位 移 为 

TT 二 XT yi 

在 牛顿 经 典 力学 理论 中 ， 时 间 的 概念 是 一 个 由 过 去 指向 未 来 的 一 维 的 
流程 。 它 对 于 万 物 都 是 一 致 的 ， 且 并 不 依赖 于 空间 。 由 于 它 是 一 个 绝对 的 
量 ， 因 此 吉姆 在 列车 上 的 时 刻 和 站 台 管 理 员 在 车 站 的 时 刻 是 一 致 的 ， 即 

上 一 :| 

这 两 个 关于 区 和 7 的 公式 是 由 伽利略 首次 得 到 的 ， 它 们 被 称 为 转换 式 ， 
将 物理 量 从 一 个 参照 系 转换 到 男 一 个 参照 系 。 根 据 牛 顿 经 典 力学 理论 ， 交 
的 速度 应 当 遵 循 这 两 个 公式 中 的 xX 和 7 的 关系 。 


直到 17 世纪， 人们 意识 到 光 是 有 速度 的 ， 而 1676 年 ， 丹 麦 天 文学 家 
罗 默 (Ole Romer) 测量 出 了 光速 的 近似 值 。1881 年 ， 迈 克 耳 和 孙 对 光速 进行 
了 更 加 精准 的 测量 ， 他 所 测 出 的 光速 为 298 080 公里 / 秒 。 不 仅 如 此 ， 他 还 
意识 到 光 的 传播 和 声音 的 传播 是 有 很 大 区 别 的 。 迈 克 耳 孙 发 现 ， 不 同 于 行 
进 列 车 上 的 观察 员 的 速度 ， 光 的 传播 方向 根本 不 会 影响 到 它 的 速度 。 这 个 


1881 年 6 1915 年 

迈克 尔 孙 非常 准确 地 洛 伦 兹 变换 被 第 一 爱 因 斯 坦 发 表 了 On the electrodynamics of 爱 因 斯 坦 发 表 了 The fiejo 

测量 了 光速 次 写 出 来 moving bodies 人 人 关于 运动 物体 的 电气 力 equations for gravitation 
学 》)， 该 论文 描述 了 狭义 相对 论 (地 心 引 力 的 场 方程 六 )， 


其 中 描述 了 广义 相对 论 
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N= — 
Vi 天 


党 伦 慈 因子 
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悖 论 需 要 得 到 解释 。 

狭 尽 相对 论 党 伦 兹 建立 了 一 套数 学 等 式 ， 用 于 描述 当 参 照 系 之 间 的 
相对 速度 为 恒定 值 vy 时 ， 位 移 和 时 间 之 间 的 关系 。 这 些 变 换 等 式 非常 类 似 
于 我 们 先前 推导 出 的 式 子 ， 不 同 的 是 ， 它 们 包含 一 个 由 v 和 光速 c 决定 的 
( 洛 伦 北 ) 因子 。 


竖 因 斯 坦 ” 爱 因 斯 坦 对 于 迈克 尔 孙 这 一 发 现 的 处 理 方式 是 将 其 当 作 一 
个 假设 


光速 对 于 所 有 的 观察 者 都 是 一 样 的 ， 并 且 与 它 的 传播 方向 无 关 。 


如 果 吉 姆 在 列车 驶 过 站 人 台 的 时 候 用 手电 简 射 出 一 东 光 ， 其 射出 的 方向 
与 列车 行驶 的 方向 相同 ， 他 可 以 测量 出 光速 为 c。 爱 因 斯 坦 的 假设 告诉 我 
们 ， 站 人 台 上 的 站 长 所 测量 出 的 光速 也 是 c， 而 不 是 c + 96 公里 /小 时 。 爱 因 
斯 坦 还 使 用 了 另 一 个 假设 


一 个 参照 系 相 对 于 另 一 个 参照 系 运动 的 速度 是 恒定 不 变 的 . 


宏 因 斯 坦 1905 年 论文 的 一 个 亮点 是 他 所 使 用 的 方法 体现 出 的 数学 上 的 
优雅 。 声 波 是 通过 介质 分 子 的 振动 传播 的 。 其 他 的 物理 学 家 也 曾 猜测 交 的 
传播 需要 某 种 介质 ， 只 是 没有 人 知道 它 是 什么 ， 不 过 他 们 给 它 起 了 一 个 名 
字 一 一 光 以 太 ， 

爱 因 斯 坦 觉 得 没 必要 假设 这 种 光 以 太 作为 传播 光 的 介质 的 存在 性 。 他 
从 那 两 条 简单 的 假设 出 发 ， 推 导出 了 相应 的 洛 伦 兹 变换 式 ， 他 的 整个 理论 
也 从 此 展开 。 特 别 是 ， 他 证 明了 一 个 粒子 的 能 量 E 是 由 公式 =a x me? 决 
定 的 。 对 于 一 个 静止 的 物体 (v = 0， 因 此 a = 1)， 可 以 得 到 一 个 非常 重要 
的 等 式 ， 该 等 式 表 明了 质量 和 能 量 的 等 同性 


E=mece 


治 伦 兹 和 爱 因 斯 坦 在 1912 年 同时 获得 了 诺 贝 尔 奖 。 洛 伦 兹 在 1902 年 
已 经 获得 过 一 次 诺 贝尔 奖 ， 而 爱 因 斯 坦 直到 1921 年 才 由 于 发 现 了 光电 效应 
(已 经 发 表 于 1905 年 ) 而 再 次 获得 诺 贝 尔 奖 。 对 于 这 位 瑞 十 专利 局 职员 来 
说 ， 这 可 是 一 段 不 短 的 时 间 。 


爱 因 斯 坦 vs 牛顿 “在 行驶 缓慢 的 列车 上 进行 观察 ， 爱 因 斯 坦 相 对 论 和 
牛顿 经 典 力 学 之 间 只 有 很 微小 的 差别 。 在 这 些 情况 中 ， 相 对 速度 v 相对 于 
光速 来 说 是 微乎其微 的 ， 因 此 洛 伦 兹 因子 a 非常 接近 于 1。 在 这 种 情况 下 ， 
党 伦 兹 等 式 实 质 上 等 同 于 经 典 的 伽利略 变换 等 式 。 因 此 ， 在 低速 情况 下 ， 
爱 因 斯 坦 和 牛顿 彼此 的 理论 是 一 致 的 。 要 想 察 觉 出 这 两 种 理论 之 间 的 明显 
差别 ， 速 度 和 位 移 需 要 相当 地 大 。 即 使 是 破 纪 录 的 法 国 TGV 高 速 列车 ， 也 
还 没有 有 达到 该 速度 要 求 ， 因 此 ， 对 于 高 速 列车 ， 还 要 经 历 很 长 的 时 间 ， 我 
们 才 会 所 乔 牛 顿 理 论 转 而 投奔 爱 因 斯 坦 相 对 论 。 而 空间 旅行 将 迫使 我 们 采 
纳 爱 因 斯 坦 的 理论 。 


广义 相对 论 ” 爱 因 斯 坦 在 1915 年 发 表 了 他 的 广义 相对 论 ， 这 个 理论 适 
用 于 参照 系 之 间 的 相对 运动 是 加 速 运动 的 情况 ， 而 且 它 将 加 速度 和 重力 的 
影响 联系 在 了 一 起 ， 

利用 广 闵 相对 论 ， 爱 因 斯 坦 可 以 预测 光 东 在 大 型 物体 (如 太阳 〉 重 力 
场 的 影响 下 发 生 侦 笠 的 情况 。 他 的 理论 同时 也 解释 了 水 星 自 转轴 的 运动 。 
这 种 运动 并 不 能 完全 用 牛顿 万 有 引力 定律 和 其 他 行星 对 水 星 的 作用 力 来 解 
释 。 这 是 一 个 从 19 世纪 40 年 代 开 始 就 困扰 天 文学 家 们 的 一 个 问题 。 

在 广义 相对 论 中 ， 最 适合 的 参照 系 是 四 维 时 空 。 欧 氏 空 间 是 平坦 的 
(曲率 为 0)， 而 爱 因 斯 坦 的 四 维 时 空 几 何 〈 或 歼 曙 几何 ) 是 弯曲 的 。 它 可 以 
取代 和 牛顿 万 有 引力 定律 解释 物体 之 间 为 什么 会 相互 吸引 。 根 据 爱 因 斯 坦 的 
广义 相对 论 ， 是 由 于 时 空 的 弯曲 导致 了 这 种 吸引 。1915 年 ， 爱 因 斯 坦 引 发 
了 另 一 场 科 学 革命 。 


光束 十 绝对 的 
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中 马 大 定理 


我 们 可 以 将 两 个 平方 数 相 加 得 到 第 3 个 平方 数 ， 例 如 $ + 12? = 13:。 但是， 我 们 
是 否 可 以 将 两 个 立方 数 相 加 得 到 另 一 个 立方 数 ” 对 于 更 高 的 指数 呢 ? 结论 是 我 们 做 不 
到 。 费 马 大 定理 告诉 我 们 ， 对 于 任意 4 个 连 数 ，x、y、z 以 及 n， 当 nn 大 于 2 时 , 方 
程 妆 + y= zz 没有 整数 解 。 费 马 南 称 他 已 经 找到 了 一 个 “精彩 的 证 明 ”， 它 一 直 吸 引 
者 其 后 一 代 代 的 数学 家 们 ， 这 其 中 还 包括 一 位 10 岁 的 孩童 ， 某 一 天 他 在 当地 的 图 书 
室 中 读 到 了 他 的 寻宝 过 程 。 


费 马 大 定理 是 关于 丢 番 图 方程 的 定理 ， 而 琶 番 图 方程 是 一 类 最 具 挑 
战 性 的 方程 。 这 些 方程 要 求 它们 的 解 必须 是 整数 。 它 们 根据 古 希 腊 亚 历 山 
大 港 的 数学 家 于 番 图 的 名 字 而 命名 的 。 持 番 图 的 《算术 》 是 数论 的 一 个 里 
程 碑 。 费 马 是 17 世纪 法 国 图 卢 兹 的 一 名 律师 和 政府 官员 。 作 为 一 名 多 才 
多 万 的 数学 家 ， 他 在 数论 方面 享有 极 高 的 声誉 ， 而 他 对 数学 的 最 后 一 项 贡 
献 一 一 费 马 大 定理 ， 更 是 被 世人 所 熟知 。 费 马 证 明了 该 定理 ， 或 者 说 ， 他 
认为 他 证 明了 该 定理 ， 他 在 一 本 丢 番 图 《算术 》 的 副本 中 写 道 :“ 我 已 经 发 
现 了 一 个 非常 精彩 的 证 明 ， 但 是 ， 空 白 处 太 小 了 ， 以 至 于 根本 写 不 下 这 个 

费 马 解 决 了 很 多 非常 重要 的 问题 ， 但 是 似乎 费 马 大 定理 并 不 是 其 中 的 
一 个 。 这 个 定理 花 掉 了 大 批 数学 家 们 300 多 年 的 时 间 ， 而 直到 最 近 才 被 证 
有 明 。 它 的 证 明 过 程 无 法 写 在 任何 的 页 面 空 白 上 ， 而 其 中 涉及 的 现代 技术 向 
费 马 的 声明 提出 了 巨大 的 质疑 。 


大 


公元 1665 年 1753 年 1825 年 1839 年 


览 马 去 世 ， 却 没有 留 下 他 “ 伟 欧 拉 证 明了 n=3 的 情况 著 让 德 和 性 利 克 雷 独立 拉 姆 证 明了 m=7 的 
大 证 明 ” 的 笔记 地 证 明了 n=5 的 情况 情况 
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方程 x+y =z 我 们 如 何 求解 这 个 包含 三 个 变量 x，y，z 的 方程 ? 通 
常 ， 我 们 的 方程 中 只 有 1 个 变量 ， 但 是 现在 有 3 个。 事实 上 ， 这 使 得 廊 往 
x+y=z 的 求解 非常 容易 。 我 们 可 以 随意 选取 变量 x 和 y 的 值 ， 然 后 将 它们 
加 起 来 得 到 z， 这 3 个 数值 便 给 出 了 一 个 解 。 嗯 ， 就 是 这 么 简单 。 

例如 ， 我 们 可 以 选择 x=3，y=7， 因 此 ， 二 3，}=7，2=10 便 是 该 方程 的 
-个 解 。 同 样 ， 我 们 也 发 现 某 些 x, y, z 的 值 并 非 该 方程 的 解 。 如 x=3，y=7， 
z=9 就 不 是 该 方程 的 一 个 解 ， 因 为 方程 左边 的 x+y 不 等 于 方程 右边 的 z。 

方程 妇 + 妇 = 我 们 现在 将 考虑 平方 的 悄 污 .一 个 数 的 平方 是 将 这 个 
数 和 自身 相 冬 ， 记 为 邓 。 如 果 x=3， 那 么 忆 =3X3=9。 现 在 我 们 要 考虑 的 
方程 不 是 xX+y=2， 而 是 

人 十 类 = 放 2 

我 们 可 以 像 之 前 一 样 求解 这 个 方程 吗 ? 即 选 择 x 和 y 的 值 ， 然 后 计算 
时 z 的 值 。 例 如 ， 我 们 可 以 选择 x=3，y=7， 这 时 ， 方 程 的 左边 等 于 六 +7 
_g+49=58。 那 么 , z 应 当 等 于 S$8 的 平方 根 (z = V58 )， 约 等 于 7.615 8。 
我 们 当然 可 以 宣称 x=3， y=7，z= V58 是 方程 习 + y=2 的 一 个 解 ， 但 是 
不 老 的 是 ， 于 副 图 方程 关心 的 仅仅 是 整数 解 。 由 于 V58 并 不 是 整数 ， 因 此 
x=3，y=7，2z= /58 并 不 是 方程 的 解 。 


方程 邓 + 六 = 和 三 角形 有 一 定 的 联系 。 如 来 xX，y， z 分 别 表 示 一 个 直 
角 三 角形 的 三 条 边 ， 那 么 它们 将 满足 该 方程 。 反 过 来 说 ， 如 未 x，y， z 是 该 
方程 的 解 ， 那 么 边 x 和 边 y 之 间 的 夹 角 为 直角 。 由 于 和 色 股 定理 之 间 的 联 
系 ，x，y，2z 的 解 也 称 为 勾 股 数 。 


如 何 寻 找 勾 股 数 ? 这 也 是 那些 土著 的 建筑 工匠 们 所 要 解决 的 问题 。 一 
此 建筑 工匠 所 使 用 的 设备 是 到 处 可 见 的 3-4-5 三 角形 . x=3, y=4, 2=， 


1907 年 1908 年 


库 默 尔 声 称 他 已 经 证 明了 林 德 显 声 称 完成 了 证 明 ， 但 是 沃 尔 去 斯 科 尔 提供 了 一 份 奖金 ， 以 
该 定理 ， 但 是 独 利 克 雷 指 后 来 该 证 明 被 发 现 是 错误 的 奖励 其 后 100 年 内 解决 该 问题 的 人 


出 了 他 证 明 中 的 一 个 错误 


怀 尔 斯 最 终 证 明了 该 定理 
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之 所 以 正 是 我 们 所 寻找 的 解 ， 是 因为 33+ 4 = 9 + 16 = $。 反 过 来 说 ， 一 个 
边 长 为 3，4，5 的 三 角形 必定 是 直角 三 角形 。 建 筑 工匠 们 使 用 这 条 数 党 性 
质 来 保证 他 们 建 起 的 墙 和 地 面 成 直角 。 

在 这 个 例子 中 ， 我 们 可 以 将 一 个 3X3 的 正方 形 拆 开 ， 然 后 围 在 另 一 个 
4X4 正 方形 的 外 部 ， 从 而 形成 一 个 5x5 的 正方 形 。 


) 方程 邓 + y= 2 还 有 其 他 的 整数 解 。 例 如 ，x = 5,，y = 12，z = 13 是 另 
一 个 解 ， 因 为 + 122= 13?。 事 实 上 ， 该 方程 有 无 数 个 解 。 建 筑 工 匠 的 解 x 
~ “3; =4,， z=5 之 所 以 获得 了 最 多 的 关注 ， 是 因 
为 它们 是 最 小 的 解 ， 而 且 是 唯一 由 连续 整数 构成 的 
解 。 有 很 多 的 解 包 含 两 个 连续 的 整数 ， 如 x = 20， 
》=21,， z=29， 以 及 x=9, y= 40， z=41， 但 是 ， 
我 们 找 不 出 第 二 个 由 3 个 连续 整数 构成 的 解 。 
从 盛宴 到 饥 芒 ”从 关 + 刀 = 于 到 中 + 有 = 旦 只 迈 出 了 一 小 步 。 继 承 将 一 
个 正方 形 重组 在 另 一 个 正方 形 外 部 从 而 形成 第 三 个 正方 形 的 思想 ， 我 们 是 
否 可 以 用 同样 的 方式 处 理 立 方 体 ? 我 们 是 理 可 以 将 一 个 立方 体重 组 在 另 一 个 
立方 体外 部 ， 从 而 构成 第 三 个 立方 体 ? 可 以 证 明 这 是 做 不 到 的 。 方 程 刀 + 了 
= 了 拥有 无 穷 多 个 不 同 的 解 ， 但 是 费 马 却 找 不 到 方程 妇 + 妇 = z 的 一 个 整数 
解 。 更 糖 糙 的 是 ， 欧 拉 的 一 无 所 获 使 得 费 马 提出 了 费 马 大 定理 ， 其 内 容 如 下 


当中 大于 2 时 ， 方 程 + 直 = 台 没 有 整数 解 。 


一 种 证 明 该 命题 的 方式 是 从 较 小 的 n 开始， 这 也 是 费 马 所 采用 的 方式 。 
n = 4 的 情况 实际 上 要 比 n = 3 更 简单 一 些 ， 似 乎 费 马 也 得 出 了 该 情况 下 的 
一 个 证 明 。 在 18 世纪 和 19 世纪 ， 欧 拉 完 成 了 n = 3 的 证 明 ， 阿 德里 安 . 马 
里 。 勒 让 德 (Adrien-Marie Legendre) 完成 了 n = 5 的 证 明 ， 而 加 布 里 埃 尔 。 
拉 姆 (Gabriel Lame) 完成 了 m = 7 的 证 明 ， 拉 姆 开始 认为 他 得 到 了 这 个 一 
般 性 定理 的 解 ， 但 是 不 幸 的 是 ， 他 犯 了 个 错误 。 

厄 思 斯 特 。 库 默 尔 是 一 个 主要 的 贡献 者 ， 他 在 1843 年 递交 了 一 个 手 
稿 ， 声 称 他 已 经 证 明了 这 个 一 般 性 定理 ， 但 是 狄 利 克 雷 指出 了 他 论证 过 程 
中 的 一 个 芯 壮 。 法 国 科 学 院 悬 赏 3 000 法 郎 寻 求 一 个 可 靠 的 证 明 ， 这 笔 奖 
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金 最 终 奖 给 了 库 默 尔 ， 以 表彰 他 富有 价值 的 尝试 。 库 默 尔 证 明了 该 定理 在 
n 为 小 于 等 于 100 的 质数 (以 及 其 他 一 些 数 ) 时 的 情况 ， 但 是 他 没有 证 明 
等 于 37、59、67 这 3 个 不 规则 质数 时 的 情况 。 例 如 ， 他 不 能 证 明 方 程 x57+ 
六 =2 没 有 整数 解 。 虽 然 他 没有 能 证 明 该 定理 ， 但 是 却 为 抽象 代数 开拓 出 
一 些 非常 有 价值 的 技术 。 对 于 数学 来 说 ， 这 可 能 比 解决 这 个 问题 的 贡献 
更 大 。 


正明 了 变 圆 为 方 是 不 能 做 到 的 林 德 曼 〔 见 第 5 章 ) 在 1907 年 声称 已 经 
将 该 定理 证 明 ， 但 是 人 们 很 快 发 现 了 他 证 明 中 的 错误 。1908 年 ， 沃 尔 夫 斯 
科 和 尔 在 遗 喝 中 悬赏 100 000 马克 ， 疾 给 第 一 个 将 该 定理 证 明 的 人 ， 有 效 时 间 
为 100 年 。 这 100 年 间 ， 总 共有 5 000 个 左右 的 证 明 被 提出 ， 检 验 ， 介 是 最 
终 都 归于 和 失败， 


证 明 尽管 该 定理 和 人 勾 股 定理 只 在 n= 2 的 时 候 有 联系 ， 但 是 ， 和 几何 
的 联系 最 终 成 为 证 明 的 关键 。 该 定理 的 证 明 离 不 开 曲 线 理论 以 及 两 个 日 本 数 
学 家 谷山 丰 和 志 村 五 郎 提 出 的 猜想 。1993 年 ， 怀 尔 斯 在 剑桥 大 学 作 了 一 个 演 
讲 ， 其 中 包括 他 对 费 马 大 定理 的 证 明 。 不 幸 的 是 ， 这 个 证 明 仍然 是 错误 的 。 

一 个 名 字 与 之 类 似 的 法 国 数学 家 安 德 烈 。 韦 依 放 弃 了 这 些 尝试。 他 将 
证 明 该 定理 比 作 攀登 珠穆朗玛 峰 ， 并 且 宣 称 ， 如 果 一 个 人 还 差 100 码 登 顶 ， 
那么 他 还 是 没有 登 上 珠 峰 。 怀 尔 斯 并 设 有 放弃 ， 他 断绝 了 和 外 部 的 联系 ， 
继续 研究 这 个 问题 。 很 多 人 认为 他 也 是 接近 峰 顶 的 那些 人 中 的 其 中 -一 个 。 

但 是 ， 通 过 同事 的 帮助 ， 怀 尔 斯 纠正 了 那个 错误 ， 重 新 提出 了 一 个 正 
确 的 证 明 。 这 次 ， 专 家 们 对 他 的 证 明 完 全 信服 了 。 他 的 证 明 发 表 于 1995 
年 ， 而 且 ， 他 声称 沃 尔 夫 斯 科 尔 奖 仍 在 有 效 期 内 ， 他 也 因此 成 为 数学 界 的 
名 人 。 那 个 多 年 前 在 剑桥 公共 图 书馆 中 阅读 该 问题 的 10 网 孩 童 如 今 已 经 取 


得 了 非凡 的 成 就 。 
证 明 一 个 边界 品 
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箱 想 


娟 曼 猜想 是 纯 数 学 中 一 个 最 艰巨 的 挑战 。 庞 加 莱 猜 想 和 费 马 大 定理 都 已 经 被 攻 
死 ， 但 是 对 于 歼 押 猜想 ， 人 们 还 在 苦 苦 探寻 着 解决 之 道 。 不 管 以 什么 方式 ， 一 旦 该 猜 
起 被 三 定 ， 关 于 质数 分 布 的 很 多 非常 困难 的 问题 都 可 以 迎刃而解 ， 而 一 系列 的 新 问题 
又 会 被 提出 来 ， 让 数学 家 们 继续 思索 下 去 


一 > 总 


收 事 开 始 于 下 面 这 种 形式 的 分 数 相 加 


| | 
1 十 一 十 一 
2 3 


结果 是 1 ( 约 每 于 1.83)。 但 是 ， 如 果 我 们 在 式 子 中 继续 添加 越 来 越 小 的 
分 数 ， 结 果 将 会 宇 样 ? 例如 ， 将 相 加 项 增加 到 10 个 


| 1 1 1 1 1 1 1 ll 
] + 一 十 一 十 一 十 一 十 一 二 一 十 一 十 一 十 一 
2 44 3 6 7 8 5 10 
项 数 。 | 总 和 〔 约 数 ) 通过 一 个 于 持 计算 器， 可 以 算出 这 些 分数 相 加 的 结果 约 等 于 2.9。 左 表 
下 给 出 了 当 相 加 项 越 来 越 多 时 的 情况 。 
100 5.2 施 列 
1 000 7.5 
10 000 3 a 
100 000 12.1 JI] 4 3 0 


一 oo0 | 4 称 为 调和 级 数 .“ 调 和 ”一 词 来 源 于 毕 达 哥 斯 学 派 ， 他 们 认为 将 一 根 乐 弦 分 
为 2 等 分 、3 等 分 、4 等 分 ， 可 以 弹 奏 出 非常 “调和 ”的 音符 。 


公元 1854 年 ED 
黎 曙 开始 研究 zeta 方程 吾 春 证 明了 该 方程 的 所 有 零点 都 德 拉 且 莱 一 普 又 和 阿达 马 证 明 所 有 
处 于 一 个 临界 带 中 ， 进 一 步 完 善 重要 的 零点 都 处 在 临界 带 的 内 部 


了 他 的 狂想 


在 调和 序列 中 ， 相 加 的 分 数 变 得 越 来 越 小 ， 但 是 对 于 总 和 会 有 什么 影 
啊 ? 它 将 会 一 直 增 长 下 去 ， 超 过 所 有 的 数 ， 还 是 在 某 个 地 方 存在 一 个 它 永 
远 无 法 逾越 的 极限 ?要 回答 这 个 问题 ， 有 一 个 小 的 技巧 ， 那 就 是 将 相 加 项 
组 合 起 来 ， 并 且 组 合 的 项 的 个 数 依 次 翻 倍 。 例 如 ， 如 果 我 们 将 前 8 项 相 加 


(8=2x2x2=2 ) 
3 =1+ 二 + 十 ed 
此 3 4 5 6 7 8 


5 代表 总 和 ， 由 于 13 大 于 1/4， 而 1 大 于 1/8 (以 此 类 推 )， 因 此 ， 上 式 


的 结果 大 于 
wr eee 1 1 1 
1 二 + 一 十 | 一 十 一 | 十 | 一 十 一 十 一 十 一 | 三 1 十 一 十 一 十 一 
4 4 8 BS 8B % 2 2 24 
Bh 
Ss >1 二 + 一。 
更 加 一 般 地 ， 可 以 得 到 
呈 
< 2» 


如 果 取 大 = 20， 则 n=2”=1 048 576 (大 于 100 万 )， 而 该 序列 的 和 刚 
刚 超 过 11。 它 的 增长 速度 慢 得 让 人 难以 忍受 一 一 但 是 ， 对 于 任意 一 个 给 定 
的 数字 ， 不 管 多 大 ， 都 可 以 选择 一 个 上 使 得 序列 总 和 大 于 这 个 数 。 相 比 而 
言 ， 下 面 这 个 序列 则 不 具有 这 个 性 质 


我 们 使 用 的 是 一 个 相同 的 运算 过 程 ， 相 加 项 越 来 越 小 ， 但 是 这 次 最 终 的 结 
果 将 会 收 人 证 到 一 个 极限 ， 并 且 这 个 极限 值 小 于 2。 颇 具 戏 剧 性 的 是 ， 这 个 序 
列 将 收敛 于 16= 1.644 93… 


在 这 个 序列 中 ， 每 一 项 的 指数 都 为 2。 在 调和 序列 中 ， 分 母 的 指数 实 
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1914 年 2004 年 
希 尔 伯 特 将 该 猜想 放 入 了 哈代 证 明了 黎 曼 的 临界 前 十 万 亿 个 零点 都 已 被 验证 ， 
他 所 列 出 的 数学 中 最 重要 线 上 存在 无 穷 多 个 解 它们 都 处 在 临界 线 上 


的 未 解 之 谜 的 列表 中 


200 | 你 不 可 不 知 的 50 个 数学 知识 


际 上 淮 于 1， 这 是 一 个 非常 关键 的 数字 。 如 果 指数 增加 一 个 微小 的 量 使 之 刚 
刚 六 于 1， 序 列 将 会 收敛， 但 是 ， 如 果 指 数 减 小 一 个 微小 的 量 使 之 刚刚 小 于 
1， 序 列 将 会 发 散 。 调 和 级 数 恰 好 处 在 收 仿 和 发 散 的 界限 上 。 


复 氢 zeta 困 数 ”著名 的 黎 曼 zeta 函数 6(s) 早 在 18 世纪 就 已 经 被 欧 拉 
所 知 了 ， 但 是 是 黎 曼 全 面 地 意识 到 了 它 的 重要 性 。* 是 希腊 字母 zeta， 而 该 


因数 写 为 
1 1 1 


ni i 

人 们 已 经 计算 出 了 5 为 不 同 值 时 的 结果 ， 最 显著 地 ，56(1) = om ， 因 为 ck]) 
正 是 调和 级 数 。“(2) = 开 ， 这 个 结果 是 欧 拉 发 现 的 。 可 以 证 明 当 * 为 偶数 
时 ， 该 本数 的 结果 都 与 有关， 而 当 s 为 奇数 时 ， 关于 of(3) 的 理论 要 困难 
得 多 。 罗 杰 “ 阿 培 里 (Roger Apery) 证 明了 一 个 重要 的 结论 ; sf3) 是 一 个 
无 理 数 ， 但 是 他 的 方法 并 不 能 推广 到 6(5)，6(7)，c(9) 等 。 

化 曼 猜 想 ” 黎 曼 zeta 函数 中 的 变量 s 是 一 个 实数 ， 但 是 它 可 以 扩 
展 到 虚数 的 情况 〈 见 第 8 章 )。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 使 用 强大 的 
复 分 析 技术 来 处 理 。 


歼 曼 zeta 图 数 用 于 无 穷 多 的 0， 即 有 无 穷 多 的 可 以 使 得 
cj =0。1859 年 ， 歼 曼 向 柏林 科学 院 递 交 了 一 篇 论文 ， 证 明了 该 函 
数 的 所 有 零点 ， 都 处 于 复 平面 上 直线 x=0 和 x=1 之 间 的 临界 带 中 。 
他 同时 也 提出 了 那个 著名 的 假设 

歼 受 zeta 函数 56(3) 的 所 有 零点 都 处 在 直线 x=1/2 上 ， 即 临界 
带 的 中 心 线 上 。 

1896 年 ， 德 拉 瓦 莱 - 普 桑 和 阿达 马 〈Jacques Hadamard) 分 别 独 
立地 解决 这 一 猜想 的 第 一 步 。 他 们 证 明了 所 有 的 零点 处 在 临界 带 的 内 部 
(因此 x 不 可 能 等 于 0 或 1)。1914 年 ， 跨国 数学 家 哈代 证 明了 有 无 穷 多 的 零 
点 处 在 直线 x = 上， 但 是 这 并 不 足以 保证 不 会 有 无 穷 多 的 零点 落 在 了 这 条 直 
线 外 边 。 


随 看 数值 结果 的 不 断 增多 ，1986 年 之 前 找到 的 所 有 非 平凡 零点 (总 


共有 1 500 000 000 个 ) 都 处 在 直线 x = 方 上 ， 而 迄今 为 止 ， 已 经 验证 了 前 
十 万 人 忆 个 等 点 都 是 满足 的 。 尽 管 这 些 实 验 结果 都 暗示 着 这 个 猜想 是 合理 的 ， 
但 仍然 存在 该 猜想 是 不 成 立 的 概率 。 猜 想 的 内 容 是 所 有 的 零点 都 落 在 这 条 
临界 线 上 ， 但 是 我 们 仍然 等 待 着 一 个 证 明 或 是 证 伪 。 


歼 电 猜想 为 什么 很 重要 黎 曼 zeta 因数 65(5)1 和 质数 定理 之 间 有 一 个 不 
期 而 遇 的 联系 〔〈 见 第 9 章 )。 质 数 是 ?2，3，S$，7，11 等 只 可 以 被 1 和 其 自 
身 整 除 的 数 。 使 用 质数 ， 我 们 可 以 建立 一 个 如 下 的 表达 式 


Ce Fs 
2 了 3 
该 式 是 黎 曼 zeta 因数 5(3) 的 另 一 种 表示 形式 。 这 告诉 我 们 ， 歼 电 zeta 


图 数 的 知识 可 以 为 质数 的 分 布 带 来 一 些 新 的 启示 ， 同 时 也 可 以 为 数学 的 基 
石 带 来 一 些 新 的 理解 。 


1900 年 ， 希 尔 伯 特 提 出 了 著名 的 吸 待 数学 家 们 解决 的 23 个 问题 。 其 
中 ， 他 这 样 描 述 第 8 个 问题 ， 如 果 我 在 沉睡 了 500 年 后 醒 来 ， 我 要 问 的 第 
-个 问题 是 ， 黎 曼 猜 想 已 经 被 证 明了 吗 ? 

当 哈 代 在 夏天 拜访 了 丹麦 朋友 了 喻 拉 尔 德 。 玻 尔 〈《Harald Bohr) 之后， 
他 准备 穿越 北海 ， 这 时 ， 他 选择 黎 曼 猜想 作为 他 的 保险 。 在 离开 港口 前 ， 
他 回 他 的 朋友 邮寄 了 一 张 明 信 片 ， 声 称 他 刚刚 证 明了 黎 并 猜想 。 这 真是 一 
个 聪明 的 赌注 。 如 果 他 的 船 沉没 了 人 们 将 向 他 追 授 解决 了 这 一 伟大 问题 
的 荣誉 。 男 一 方面 ， 如 果 上 各 真 的 存在 ， 是 不 会 让 哈代 这 样 的 无 神 论 者 获 
得 这 一 -荣誉 的 ， 因 此 ， 是 不 会 让 他 的 船 沉 没 的 ， 

将 该 问题 严密 证 明 的 人 可 以 获得 凯 革 数学 学 院 提 供 的 100 万 美金 的 奖 
金 。 但 是 ， 金 钱 并 不 是 动力 一 一 大 多 数 的 数学 家 们 希望 能 够 解决 这 一 伟大 
的 问题 ， 从 而 在 最 伟大 数学 家 的 导向 中 获得 一 席 之 地 。 


最 终 的 挑战 
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术语 表 
代数 ”用 字母 取代 数字 ， 从 


而 将 算术 扩展 ， 代 数 是 所 有 数学 
和 数学 应 用 中 最 普 遇 的 方法 。 


算法 ”数学 的 处 方 ; 解决 一 
个 问题 的 流程 。 


阿尔 网 图 ”一 种 用 于 显示 二 
维 复 平面 的 方法 。 


公理 ”一 个 陈述 ， 用 于 定义 
一 个 并 不 涉及 真 伪 的 判断 。 主 和 布 
腊 人 使 用 “公设 ”这 一 表述 方 
式 ， 但 是 ， 对 他 们 来 说 ， 公 设 都 
是 不 言 而 喻 的 真理 。 


基 ”数字 系统 的 基数 。 主 己 
比 伦 人 的 数字 系统 以 60 为 基 ， 
而 现代 数字 系统 的 基数 为 10 
(十 进 制 )。 


二 进 制 数字 系统 ”一 种 仅 侣 
0 和 1 两 种 符号 的 数字 系统 ， 该 
系统 是 计算 机 的 基础 。 


集合 的 势 ”一 个 集合 众 元 率 
的 个 数 。 集 合 {a, b, c, d, e} 的 势 
为 5。 但 是 ， 对 于 无 限 集 来 说 ， 
同样 可 以 赋予 势 一 定 的 意义 。 


混沌 理论 ”关于 看 似 随机 但 
是 具有 内 在 规律 性 的 动态 系统 的 


理论 

可 交换 的 ”如 果 代 数 系 统 满 
足 axXtbpxa， 则 称 该 系统 中 来 
法 是 可 交换 的 。 普 通 代数 是 可 交 
换 的 (例如 ，2X3=3X2)。 但 是 
对 于 很 多 现代 代数 的 分 支 ， 悄 席 
并 不 如 此 【如 和 矩阵 代数 )。 


关 欠 曲线。 一 类 经 典 曲 线 的 
总 称 ， 包 括 圆 、 直 线 、 椭 圆 、 抛 
物 线 和 双 曲 线 。 这 些 曲线 都 可 以 
在 圆锥 的 横 截 面 上 找到 。 


推论 ”一 个 定理 的 次 级 肝 
论 ' 。 

反例 法 ”一 种 用 于 将 萌 题 证 
伪 的 方法 。 对 于 命题 “所 有 的 大 
鸟 都 是 白色 的 ”， 如 有 条 找 出 一 从 
黑色 的 天 牲 ， 就 可 以 证 明 该 命 圳 
不 成 立 。 

分 母 “分数 中 下 方 的 数 。 在 
分 数 3/7 中 ， 数 字 7 为 分 母 。 

微分 微 积分 中 的 基本 操 
作 ， 可 以 计算 出 导数 或 变化 速 
率 。 例 如 ， 对 于 一 个 描述 距离 依 
坏 于 时 间 的 表达 式 ， 其 导数 表示 
的 是 速度 。 而 速度 表达 式 的 导数 
表示 的 是 角速度 。 


毛 禾 图 方程 ”要 求解 必须 为 
整数 或 分 数 的 方程 。 根 据 希 腊 亚 
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历 山大 港 的 数学 家 于 外 图 (公元 
250 年 ) 的 名 字 命 名 。 


离散 ”和 “连续 ”意思 相反 
的 词 。 离 散 值 之 间 存 在 间 辽 ， 例 
如 整数 1，2，3，4… 它 们 之 则 
存在 着 间 际 。 

分 布 在 某 个 试验 或 场景 中 
事件 发 生 概 率 的 范围 。 例 如 ， 泊 
松 分 布 给 出 了 小 概率 事件 皮 生 
次 的 概率 。 


约 数 可 以 将 另 一 个 整数 整 
除 的 整数 。2 是 6 的 约 数 ， 因 为 
6 二 2=3。 因 此 ，3 是 6 的 另 一 个 
约 数 ， 因 为 6 二 3=2。 


室 集 ”不 包含 任何 元 素 的 集 
合 ， 通 常 记 为 8。 它 在 集合 论 中 
是 一 个 非常 有 用 的 概念。 

指数 ”算术 中 使 用 的 一 种 表 
示 法 。 一 个 数 和 自身 相 乘 ， 如 
5X5， 可 以 记 为 人 ,2 为 指数 。 
5XSXS 可 以 记 为 侍 ， 等 等 。 这 
种 表示 法 可 以 被 推广 ， 例 如 ， 数 
字 52 表 示 $ 的 平方 根 。 


分 数 ”一 个 整数 除 以 男 一 个 
糙 数 ， 如 3/7。 

几何 “处 理 线 、 形 状 、 空 加 
的 学 科 ， 该 学 科 最 早 在 公元 前 3 
世纪 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 
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被 形式 化 。 几 何 过 及 于 所 有 的 数 
学 学 科 中 ， 如 今 已 经 不 限于 最 初 
的 合 义 。 


最 大 公约 数 ged 两 个 数 的 
gcd 是 可 以 同时 将 这 两 个 数 整除 
的 最 大 的 数 。 例 如 ，6 是 18 和 
84 的 gcd。 


16 进 制 系统 一 种 以 16 为 
基 的 数字 系统 ， 该 系统 包含 0， 
|, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
A，B，C，D，E, 上 这 16 个 符 
导 。 它 在 计算 中 有 广泛 的 应 用 。 


假设 一 个 试探 性 的 陈述 ， 
等 待 被 证 明 或 证 伪 。 它 和 “ 猜 
想 ” 具 有 相同 的 数学 含义 。 


虚数 涉 皮 | 一 v1] 的 数 。 
它们 和 实数 组 合 在 一 起 可 以 构成 
复数 。 


积分 微 积分 中 用 于 计算 面 
积 的 基本 操作 。 可 以 证 明 ， 积 分 
是 微分 的 道 操作 ，。 


无 理 数 ”无 法 表示 为 分 数 的 
数 例如，2 的 平方 根 )。 


选 代 ”给 定 一 个 初始 值 a， 
将 一 个 操作 不 断 重 复 ， 该 过 程 称 
为 迭代 。 例 如 ， 给 定 初 始 值 3， 
并 重复 加 5 操作 ， 我 们 将 得 到 选 


代 序 列 3，8，13，18，23，… 


引 理 ”对 证 明 一 个 主 定理 起 
到 桥梁 作用 的 命题 . 


和 窍 阵 ”排列 成 正方 形 或 窍 形 
的 数字 或 符号 阵列 。 这 些 阵 列 可 
以 被 相 加 和 相 乘 ， 并 且 它们 构成 
了 一 个 代数 系统 。 


分 子 ”分 数 中 上 方 的 数 。 在 
分 数 317 中 ， 数 宁 3 为 分 母 。 


-一 对 应 ”如 果 一 个 集合 中 
的 每 个 元 素 都 和 另 一 个 集合 中 的 
一 个 元 素 相 对 应 ， 反 过 来 也 成 
立 ， 这 种 集合 间 相 对 应 的 关系 称 
为 一 一 对 应 。 


最 优 解 ”很 多 问题 要 求 最 优 
解 ， 例 如 ， 在 线性 规划 中 ， 这 可 
能 是 一 个 最 小 化 代价 或 最 大 化 利 


益 的 解 . 

计数 系统 ”一 个 数 的 大 小 取 
决 于 其 数位 。 如 数字 73，7 意味 
着 “7 个 十 ”， 而 3 意味 着 “3 个 


多 面体 具有 多 个 面 的 固 
体 。 例 如 ， 四 面体 含有 4 个 三 角 
形 的 面 ， 而 立方 体 含 有 6 个 正方 
形 的 面 。 


质数 ”只 有 1 和 它 自 屿 两 个 


约 数 的 整数 称 为 质数 。 例 如 ，7 
是 质数 ， 而 6 不 是 质数 (因为 
6 二 2=3)。 通 常 认为 质数 序列 中 
的 第 一 个 数 是 2。 


勾 股 定理 ”如果 一 个 直角 三 
角形 三 条 边 的 边 长 分 别 为 x，y， 
2 则 让 + 产 = 到 。 其 中 ， z 为 直 
角 所 对 的 最 长 边 ( 笠 边 ) 的 边 
长 。 

四 维 数 对 ”由 哈密 顿 故 现 的 
四 维 虚 数 。 


有 理 数 
有 理 数 。 


余数 ”一 个 整数 被 另 一 个 整 
数 相 除 ， 最 后 剩 下 的 数 称 为 余数 ， 
用 3 除 17， 丙 为 5S， 余 数 为 2。 


序列 ”一 个 数字 或 符号 的 队 
列 《 可 能 是 无 穷 的 )。 


级 数 ”一 个 数字 或 符号 队列 
(可 能 是 无 穷 的 ) 的 和 。 


集合 ”一 些 元 素 的 组 合 ， 例 
如 ， 一 些 家 具 的 集合 为 f={ 椅 
子 ， 桌 子 ， 沙 发 ， 合 子 ， 茶 
儿 }。 


平方 数 将 一 个 整数 和 其 


自身 相 乘 得 到 的 数 ，9 是 一 个 平 
方 数 ， 因为 9=3X3。 平方 数 是 


整数 和 分 数 统称 为 


指 1，4，9，16，25，36，49， 
64… 这 些 数 。 


平方 根 如 果 一 个 数 和 自身 
相 乘 的 结果 等 于 一 个 给 定 的 数 ， 
则 该 数 是 这 个 给 定数 的 平方 根 。 
例如 ，3 是 9 的 平方 根 ， 因为 
3 关 3=9。 


变 加 为 方 一 个 作 图 问题 ， 
要 求 构建 出 一 个 和 给 定 圆 面积 相 
同 的 正方 形 一 一 并 且 只 允许 用 一 
个 直 尺 画 直 线 和 一 对 圆规 画 圆 。 


这 是 不 可 能 做 到 的 。 

对 称 ”形状 的 规则 性 。 如 来 
一 个 形状 被 旋转 后 和 原 位 置 相 重 
合 ， 则 称 该 形状 旋转 对 称 。 如 来 
一 个 形状 的 镜像 和 其 相 重合 ， 则 
称 该 图 形 镜像 对 称 。 

超越 数 如果 一 个 数 不 可 能 
是 代数 方程 ， 如 arithbxtc=0， 或 
x 的 更 高 次 方程 的 解 ， 则 称 该 数 
为 超越 数 。r 是 一 个 超越 数 。 


奴 生 质数 ”两 个 相隔 1 个 数 


术语 表 ‖ 205 


的 质数 ， 例 如 11 和 13。 我 们 还 
不 知道 是 否 有 无 穷 多 对 双生 质数 。 


单位 分 数 分 子 为 1 的 分 
数 。 古 埃及 人 的 数字 系统 有 一 部 
分 以 单位 分 数 为 基础 。 


书 恩 图 ”集合 论 中 使 用 的 图 
示 法 (气球 图 )。 


x-y 坐标 轴 该 思想 起 源 于 
第 卡 儿 ， 平 面 上 的 点 都 具有 一 个 
fx 举 标 〔〈 横 坐标 ) 和 一 个 坐标 
( 纵 坐 标 )。 


[不 个 上 不 天 I 


50 个 笋 哗 72 雇 


50 Mathematical Ideas YOU Really Need to Know 


本 书 内 容 广泛 , 涵盖 了 从 古 希 腊 到 21 世纪 的 数学 知识 。 作 者 巧妙 地 从 中 选取 了 最 重要 的 50 个 数学 概念 
和 其 他 枯燥 的 数学 教材 不 同 ,这 本 书 读 起 来 琅琅 上 口 ， 趣 味 横生 。 它 让 我 们 领略 到 了 数学 世界 的 美丽 与 精彩 
-亚马逊 读者 评论 


谁 发 明了 0 ? 为 什么 1 分钟 有 60 秒 ? 无 穷 大 是 多 大 ? 平行 线 何 时 相交 ? 一 只 蝴蝶 局 动 一 下 证 膀 如 何 能 
在 地 球 的 另 一 凯 引 皮 一 场 风 骏 ? 

本 书 中 ，Tony Crilly 通过 50 篇 精炼 的 小 文章 前述 了 数学 中 的 50 个 概念 ， 完 美 综 述 了 这 门 令 人 生 是 却 又 
至 基 重 要 的 学 科 ， 这 些 知识 合十 涉 今 ， 内 容 这 入 盖 出 ， 既 道理 论 ， 也 进 实践 ， 让 我 们 对 自己 所 处 的 世界 有 
了 蝎 加 深刻 的 理解 和 认 知 
这 50 个 知识 从 零 的 概念 开始 ， 最 终 以 一 个 数学 中 的 未 解 之 谜 结束 ， 主 要 内 容 包 括 : 


过 
$$ 数学 的 起 源 ， 从 古 埃及 的 分 数 到 古 罗 马 的 数字 系统 : 

$S A、 质数 、 斐 波 那 卸 序 列 和 黄金 比例 的 近乎 神秘 的 意义 : 

$$ - 微 积 分 、 统 计 学 和 代数 的 具体 应 用 ， 以 及 关于 虚数 应 用 的 真实 的 例子 : 

$$ 相对论、 混 症 理 论 、 分 形 、 遗 传 子 和 超 半 和 面 这 上 坚 伟 大 的 已 站 ; 

$$ 数 独 、 解 客 、 抽 奖 、 赌 博 、 理 财 以 及 复 利 育 后 的 秘 客 : 

$$ 效 字 中 的 最 新 突破 ， 包 质 对 费 与 大 定理 和 是 贯 自 万 巨 交 的 黎 受 和 撒 塌 的 求解 
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